PGS. TS. Nguyén Xuéan Thao thaonx-fami @mail.hut.edu.vn

GIAI TICH |
BAI 1
(§1 - §5)
e Téng quan
e Phuong phap hoc
§1.Cactaphopsd N, Z, Q, R
e Dat van deé
l. So lwoc vé cac yéu té logic
1. Diéu kién can va dua
*P=Q
P Q
2. Ménh dé twong dwong P < Q
3. Chirng minh logic
a) Phwong phap béc cau: (P= Q, Q= R) = (P= R)
b) Phwong phap pha dinh: (P= Q) = (Q=P)
c) Phwong phap chi ra phan vi du
4. Phwong phap quy nap. Can chirng minh ménh dé T(n) ding V ne N
Giastrco +) T(1) dung
+) T(k) duang = T(k+ 1) dung, ke N.
Khi d6 T(n) dng ¥V ne N.

2
Vi du. 13+23+...+n3=(n(n2+1)j ,Vne N,

Il. Cac tap hop sé

1. Sy can thiét mé réng tap hop sé Nc Zc QcR.
2. Hé tién dé cua tap hop sb thuc

a)R (+,.):Va,bce Rcba+b € R,ab e R
giao hoan, két hop

b)Vabe R=>3lxe R:a+x=>b.

c)vVa be R,az0=3lx € R:ax=>b.
dVabe R=>a<bhoacb<a

quan hé thi tw cé tinh chat phan déi xing, bac cau.
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e) Tién dé supremum
e J#Ac R, Abjchan trén déu c6 supremum € R
e I+ Ac R, Abichan dwdi déu co infimum e R
Chuy
Tw trén nhan dwoc céc tinh chat da biét & phd théng, chang han
e T/c Archimede:V a,be R,a>0=3dne N:na>b.
e Qtrumattrong R:Va, be R,a<b=>3re Q:a<r<b.
§ 2. TRI TUYET POI VA CAC TiNH CHAT
e Dit van dé
1. Binh nghta. Ialz{a’ az0
-a, a<o0
2. Tinh chét
a)|x<a,a>0s-a<x<a
b) x| > b, b>0 < x> bhoac x < -b.

)
c)la+ bl <|al + |b]
)

d) |ab| = |al|b|
o |21 b0
bl bl

§ 3 HAM SO
e Dit van dé
1. Dinh nghia. X c R, twong &ng f: X — R 1a ham s6 néu thod man:
+)Vxe X=1f(ix) e R

+) X1 = Xo = f(X1) = f(X2) l/“( e
Khi dé Xla tap xac dinh, con {f(x), x € X} la tap gia tri. APl S IR

Vi du 1. Mét tén Ilra phong thang Ién tlr mat dat véi van téc ban
dau 13 128ft/s. Tén Itra nay chuyén déng 1én hodc xubng theo
dwong thang. Bang thwe nghiém, dé cao cda tén Ira dwoc cho T’T
b&i cong thirc f(t) = 128t — 16F i

” s

Vidu2. x - x%+y? =1

Jx

COS7TX

Vi du 3. Tim tap xac dinh y =

Vidu 4. Timtap gia tri y =sinx+cosx
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Vi du 5. Tim f(x) biét f(lj = x+V1+x2, x> 0.

2. Mét s6 khai niém ’
a) D6 thi ctia ham y = f(x) 1a {(x, f(x)), x e TXD}
b) y = f(x) chan & V¥V x e MXD ¢6 f(x) = (—x)
Vidu. y=301-x) +J(1+ x)
c)y=fix)lé &V xe MXD co f(x) = —f(—x)
Vidu.y=a"-a”*, a>0.
d) Ham y = f{x) tudn hoan & 3 T#0: flx + T) = f{x), V x € TXD.
S6 T>0bé nhatdé fix+ T) = f(x), V x dwoc goi la chu ki.
Vidu. y = Jtan x
d) Ham hop: y = f(x), x = ¢(1), c6 ham hop y = fop= f(¢(1))
e) Ham nguwoc: y = f(x), TXD X, TGT: Y c6 ham nguoc x = ¢(y)
& +)(foply)=y,VyeY
+) (po N(x)=x,Vxe X

Vidu. y =v1-—x2 véi-1<x<0, cb x=—\/1—y2,ye [0; 1]
§ 4. HAM SO SO CAP

1. Dinh nghia. Cac ham s so cap co ban la x% &, log.x, sinx, cosx, tanx, cotx, va
cac ham lwong giac nguoc.

2. Cac ham so6 so’ cap co ban

a) y = X% TXD: phu thudc ¢, ddthi> (1 ; 1), V

b)y=a,0<a=1,TXD: R, TGT: y > 0, déng bién khi a > 1, nghich bién khi a < 1
=g d &V =ala’

c) y=log.x, 0 <a=1, TXD: x>0, TGT: R, ddng bién khi a > 1, nghich bién khi a < 1

logaxy = 10galx] + logaly, log% = logalx| - logalyl, logax” = alogalx|;

y =log.x ¢ ham ngwoc la x = &
d) Cac ham lwgng giac y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.

T T
- 2

)
e) Cac ham lwgng giac nguoc
+) y = arcsinx: [-1 ;1] — [—E 2} la ham ngwoc cia ham y = sin x
)

+) y = arccosx: [-1 ; 1] — [0 ; =] la ham ngwoc cua ham y = cosx
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+) y = arctanx: (—oo ; 0) — (—%; %) la ham ngwoc cia ham y = tan x

+) ¥y = arccotx : (- ; o) — (0 ; w) la ham ngwgc cia ham y = cotx
3. Ham sé so cap

Binh nghfa. Tao nén tir cac ham sb so cap co ban bdi s6 htru han céc phép tong,
hiéu, tich, thwong, phép lay ham hgp va cac hang s6

Vidu 1. y =3/x+sinx

Vidu 2. y=|x|

] tsint
Vi du 3. y=£7dt.
§ 5. DAY SO
e Dat van deé
1. Binh nghta. x1, X2, ..., X, ..., X; € R.
2. Gidi han.
a) Binh nghia

m x,=a acR &V 20, bétuyy, I N&: v n> N(& thi cb |x,— a| < &
N—eo

Binh nghia.
Khi lim x, =0 <V M>0,léntuyy, 3 N:V n> Ncb |x,| > M, ta ndi day s6 phan ki

N—oo
b) Tinh chét

1°) lim x,=a,a>p(a<p)=3IN:Vvn>Nco x,>p (x,<p)
N—oo

)
2°) lim x,=a, x,<p(x,2p)=a<p(azp)
n—oo
3°) Iim x,=a, Im x,=b=a=hb.
N—oo n—oo
4°) lim x,=a = IM> 0: |x,| <M, Vn.
n—oo

c) Phép toan

Co lim x,=a, lim y,=b, khi do ta cé
NnN—o0 NnN—o0

im (x,+y,)=a+b; im (x,y,)=ab; im22=2 b0, y,#0, ¥ n.
N—oo N—soo n—ey, b

d) Céc tiéu chuén ton tai gi¢i han

1°) Tiéu chun don diéu bi chan. v day don diéu ting (gidm) bi chan trén (dwéi) =
cé gidi han.
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2°) Tiéu chuan kep. C6 x, < y,< z, lim x,=a= lim z, = lim y, = a.
nN—o0 N—o0 N—o0

3°) Tiéu chuén Cauchy. 3 lim x, =a o V £> 0, IN(8): Vm, n> N ¢co |Xn — X, < &
Nn—oo

Vidu 1. Cho day x,: x; = V2, Xpi1 =+/2+ X, . Chirng minh rang {x,} hoi tu va tim gi&i
han.

Vi du 2. Cho day x,: x; >0, x,,,1 = %(xn +iJ Chirng minh rang {x,} hoi ty va tim
n
gi¢i han.
DAVE A GOOD UNDERSTANDIRNG!
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GIAI TICH |
BAI 2.

(86, §7, §8)

§6. Gi&i han ham sé

e Dat van deé

a)im2x=2 b)lim_=2 c¢)limL=2?
X—1 x—0 X X—oo X

I. Pinh nghia
~DPN1.xpe XcR ladiémtucia X = 3 xe Udxo)\ {x}, V €> 0.
— BN2. f(x) xac dinh trén X, x, la diém tu ctia X. Ta bao

lim f(x)=a & V (x,) € X, X, # Xo, Xn = Xo = f(X,) = a.
X%XO

— DNS3. f(x) xac dinh trén X, x, 1a diém tu cia X. Ta bao

im f(x)=a o Ve>0bétuyy,I e >0:0<|x—X| <X = |fix)—a <&

X=X

Cha y. DN2 ~ DN3.

Vidu1. lim (3x+2) Vidu 2. lim cosl

X—2 x—0 X

Il. Tinh chat va phép toan

1) Tinh chét

a) lim f(x)=a, Ilim f(x)=b=a=>b
X—)XO X—)XO

b) lim f(x)=a < lim (f(x)-a)=0
X—)XO X%XO

c)fixy=c = lim f(x)=c
X=X

d) fix) < h(x) < g(x), Vxe U, (X%); lim f)=a= lim g(x) = lim h(x)=a

X—Xg X=X X=X

e) lim f(x)=a = [f(x)| < ¢, Vxe U, (X) \{Xo}
X—Xp

f) lim f(x)=a, a>p=f(x)>p, Vxe U, (x)\{x)

X—)XO

2. Phép toan

a) lim f(x)=a, Iim g(x)=b= lim (f(x)+xg(x))=a+b
X=X X=X X=X
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b) lim f(x)=a Im g(x)=b= lim (f(x).g(x))=abva lim M:E,(b;ﬁ 0)

X—Xp X—Xp X—Xp X—Xg g(x) b

3. Khir dang vo dinh
a) Cac dang vé dinh %; 2 0wo; so—oo; 17 00 0

b) Khir dang vé dinh. S& dung cac phép bién dbi dai sé va cac gi¢i han dac biét

. sinx : 1
lim —=1; Im ([1+—| =e

x—0 X X— oo X
Vidy1. limYX*+4-2 Vidu 2. lim (2- x)tan™*
x—0 X xX—2 4
X492 2x+1 2 _1
Vi du 3. Iim( j Vidu4. lim (cosx)*> * (e 2)
x—>1\ X —1 x—0

lll. Giéi han ham hop, moét phia, vo cuc

1. Gi&i han ham hop. lim u(x)=uy, lim f(u)=a = lim f(u(x))=a
X—=Xp u—Ug X—=Xp

2. Gi#i han mét phia.
Pinh nghia 4.

im f(x)=a = Ve>0bétuyy, 389 >0:0<x—x < K& = |[fix) —al <«
X—=x§

Pinh nghia 5.
im f(x)=b o Ve>0bétuyy, 389 >0:0<x-x< &&= |f(x) - b| <&

X—=Xg
Mbi lién hé gitra gi&¢i han mét phia va gi¢i han

im f(x)=a & Iim f(x)=a= lim f(x)
X—=Xg x—x§ X=Xy

3. Gi¢i han & vo cuwc va gi¢i han vo cuc

Dinh nghia6. lim f(x)=a & V (x;) > ~c6 lim f(x,)=a
X—>o0 n—oo
Dinhnghia7. Iimf(x)=a oV e>0bétuyy, INe >0:|x >Ne = |f(ix)-a <&
X—>o0

Chu y. DN6 ~ DN7.

[.2 1
Vidut. lim XX +4+x Vidu2 lim (Wx+1-+x)  Vidu3. lim x**
X—too o L Qx4 L oy X—>+o00 x—1
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Vidu4. lim (sinx—sin\/1+x2) (0)

X—>o0
Vidu5. lim (cosvx—1-cos/x+1) (0)
X—>o0
bPinh nghia8. lim f(x) =0 < V (X)) >~ cd lim f(x,)=c
X—>o0 n—oo
Pinh nghia 9

im f(x)=c o ¥ N>0I&ntuyy, 3 AN) > 0: [x— xo| < KN) = [f(X)| > N.

X—Xg
§7. V6 cung bé, vé cung Ién

e Dat van dé

l. V6 cung bé

|. Dinh nghia. o(x) 1a VCB, x = X < lim a(x)=0.

X=X

2. Tinh chét.
a) a(x) la VCB, x — Xy, ¢ = const = ca(x) la VCB khi x — x,.
n
b) a(x), i =1, n 1a VCB khi x - xo = Za,-(x) la VCB khi x = xp
i=1
c) a(x) la VCB khi x — xo, f(x) bi chan trong U,, (xo0) = adx)f(x) la VCB, x — X
3. Lién hé gilra VCB va gi¢i han
Pinh li. Iim f(x)=L < f(x) — L1a VCB khi x — xo (hay f(x) = L + a(x), o(x) |a VCB)

X—=Xp
4. So sanh VCB. Gia st o(x), f(x) la cac VCB khi x — xo.
Dinh nghfa. a(x) ~ Ax) = lim 2%
X—Xp ,B(X)

Dinh nghia. a(x) la VCB cling cép véi VCB B(x) khi x — X, &  lim a(x) =ae R\{0}
X—Xp ,B(X)

Dinh nghia. a(x) la VCB cép cao hon VCB A(x) khi x = x; & lim a(x) =0
X—Xp ,B(X)

Vidut1. a)sinx~x,e—-1~x,In1+x)~x,(1+x—1~axkhix—0
1
b) Cho a(x) = % B(x)=e—(1+x)x.

Ching minh rang a (x) ~ B(x) khi x = 0.
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1
c)Cho a(x) = e-(1+2x)2x, B(x)=ex.

Ching minh rang a (x) ~ B(x) khi x = 0.

5. ’'ng dung tim gi&i han

a) Ax) ~ a(x), fx) ~ f(x), x> xo= lim alx) _ lim a(x)

X—Xp ﬂ(X) - X=X B(X)

X _ 3 4 )
Vidu 2. lim (e* ~1)tanx Vidu 3. lim +3xHM+4x -1

x-0  sin? x x=0  N1-x-—1
b) A(x) 1a VCB cp cao hon a(x) khi x — xo = ofx) + BX) ~ A(X)

X—Sinx
3

Vidu 4. lim
x—0 X

c) ax), B(x) la cac VCB khi x — Xp;

m
alx) = Zak (x), on(x) 12 VCB ¢6 cép thap nhét;
k=1

n
B(x)=>" By (x), Bi(x) la VCB c6 cép thap nhét
k=1

- alx) L q(x)
= lim = lim
X=X ,B(X) X=X ,31(X)
. 3 4
Vl'dl_J 5. 1im X+sIin® x+tan™ x

x>0 4x+ x4 +5x8
Il. V6 cung I&n
1. Pinh nghia. f(x) xac dinh Ugo (Xo) (c6 thé trr xo), f(x) 1& VCL khi x — xo

o Iim f(x)=o
X—)XO

Chu y. Ham la VCL = khéng bi chan
=

Vi du 6. f(x) = x sinx la khéng bi chan nhwng khéng phai la VCL.
2. Lién hé giira VCB va VCL

a) fix)laVCB, x - x, vafix) #0 = % la VCL khi x = Xq.
X

b) f(x) 1A VCL, x = x, = % la VCB khi x — x,.
X
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3. So sanh cac VCL. Gia st A(x), B(x) la cac VCL khi x — xo,

2) A(x) 14 VOL c4p cao hon VOL B(x), x— x & fim 2% _ o,
X—Xp B(x)
< . < z . A(x)
b) A(x), B(x) la cac VCL cung cap, x - xo < lim =a=0
X—Xp B(x)
. . Alx)
c) A(x), B(x) la cac VCL twong dwong, x — Xy < lim =1.
X—Xp B(x)

4. 'ng dung tim giéi han

a) Cho cac VCL twong duwong Ax) ~ A(x), B(x) ~ B(x), x - x =
A Alx)

lim = lim =
X—Xp B(x) X—=Xp B(x)

b) Cho A(x), B(x) la cac VCL khi x — xo;

m
AX) =" A (x), Ai(x) 1a VCL c6 cap cao nhét;
k=

n
B(x) = ZBK (x), By(x) 1a VCL c6 cép cao nhat

k=1
s gim AWy AW
X—Xp B(x) X—Xg B1(X)
Ix*+ X3+ x+2 9

Vidu7. lim —— -
x—%2009x" +3x“ + x+1 2009

Vi du 8. Tinh gi&¢i han

1 1
2 _ 2 _
a) lim(2 - x)ctx*-1 (e 2) b) lim (2 + x)°°t(=x") (e2)
X—1 X——1

. (1-4%)In(1+2x) . (1-99)In(1+3x)
c) lim -2In4 d) lim
) x—0 X2 +2x3 ( ) ) x>0 3x2—4x°

§ 8. HAM SO LIEN TUC

(-2In3)

e Pat van dé
I. Ham lién tuc

1. Binh nghia. f(x) lién tuc tai x, & +) f(x) xac dinh trén Ug0 (Xo)

+) lim f(x)=f(x,) (& lim Af(x)=0)

X=X Ax—0

10
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f(x) lién tuc tréi tai xo +) f(x) xac dinh trén U‘80 (X0) M {X < Xo}
+) lim f(x)=1(xg)
X=Xy

Twong tw ta cé DN lién tuc phai.
Dinh nghia. f(x) lién tuc trén (a; b)  f(x) liéntuctai vV xe (a; b)
fix) lién tuc trén [a; b] & f(x) lién tuc trong (a; b), lién tuc trai tai b va lién tuc phai tai a.

.1
, . 2 L £ . : Xsin—, x#0
Vi du 1. Tim a dé ham sé sau lién tuc tai x = 0: f(x) = X
a, x=0
sin——
X_
Vidu2. a)Timaddy=4 1 > X7
2x1 41
a, X=1
lién tuc tai x = 1. (A4 a)
.1
sm—1
_X+1 _
o) Timadd y={_1 > X*71
2x+ +1
a, X =-1
lién tuc tai x = 1. (A a)

, . X asin(arccot x), x<0
Vidu3. a)Timadéy= )
coslnx —cosIn(x+ x ), x>0

lién tuc tai x = 0. (a=0).
. . acos(arctanx), x<0
b) Timade y-= 0
sinln(x+x )—sinlnx,x>0

lién tuc tai x=0. (a=0).

2. Tinh lién tuc cta cac ham so cap. Moi ham so so cap lién tuc trén cac khoang
ma ham so do xac dinh.
3. Phép toan. Cho f(x), g(x) lién tuc tai xo = f(x) £ g(x) lién tuc tai xo, f(x)g(x) lién tuc

tai x, va flx) lién tuc tai xo néu g(xo) # 0
g(x)

4. Y nghta. f(x) lién tuc trén [a ; b] = db thj [a dwong lién nét.

11
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5. Tinh chat

Dinh li 1. (Weierstrass 1) f(x) lién tuc trén [a ; b] = f(x) bi chan trén [a ; b]

Dinh li 2. (Weierstrass 2) f(x) lién tuc trén [a ; b] = f(x) dat gi4 tri I&n nhat va bé nhat
trén [a; b]

Dinh li 3. f(x) lién tuc trén [a ; b], M = [ma;(]f, N=[mir;]f, ue [m; M =3ce la; b
a, a,

fic) = L.

Hé qua. f(x) liéntuc trén[a; b], la)f(b) <0 =3 ce (a; b): f(c) = 0.

6. Diém gian doan

Dinh nghia. f(x) xac dinh Ug0 (Xo), gian doan tai xo < f(x) khong lién tuc tai xo.

f(x) xac dinh UgO (X0)\{ X0} thi ta bao f(x) gian doan tai xo
Dinh nghia. Diém gian doan x, ctia ham f(x) l& diém gian doan loai 1
&3 Iim f(x),3 lim f(x).

xX—=x§ X=Xy
Céc diém gian doan con lai dwoc goi 1a diém gian doan loai 2.
Vi du 4. f(x)=31X
X
1
Vidu5. f(x)=ex

Vi du 6. Phan loai diém gian doan cta ham sb

a) f(x) = 1X_1 (x=1,loai 2; x=0, loai 1)
1-2 x

b) f(x) = 1X+1 (x=-1,loai 2; x=0, loai 1)
1-3 x

Il. Ham sé lién tuc déu

Dinh nghia. f(x) lién tuc déu trén X & V e>0bétuyy. 3 && > 0, V Xy, X2 € X,
X1 = Xo| < &) = [fix1) — xe)| < &

Vidu7.y=x+2.
Dinh li (Cantor). f(x) lién tuc trong [a ; b] = f(x) lién tuc déu trong [a ; b]

DAVE A GOOD URNDERSTANDJING!

12
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GIAI TICH |
BAI 3.
§9. PAO HAM VA VI PHAN
e Pat van dé
I. Binh nghia. f(x) xac dinh trong Uy, (X0 ), f(X%) = a
f(Xo + Ax) — f(Xo)

= =aeR
AXx—0 AX

Vi du 1. y = 2010, tinh ' Vidu2. y=x, tinh y’
Vidu3.y=a"0<a=1,tinhy’ Vidu 4. y=|x|, xét y(0)
Vidu 5. Tim kd& ham sb ' (x) liéntuc tai x=0

(arcsin x)" cosl x#0
a) f(x) = X’ (k> 2)

0, x=0

(arctan x)" sinl, x#0
b) f(x) = X (k> 2)

0, x=0
a) Y nghia hinh hoc
f(xo) 1a hé sé géc clia tiép tuyén voi @b thi ham 1 op dje - 2
s6 y = f(x) tai x = xo. )
b) Y nghia co hoc. Xét chat diém M chuyén P dbe - =2

Ax

dong thang, khong déu véi quang dwong 1a S(t)
tinh t&r diém O nao dé. Khi d6 van toc tiee thoi tai \
fhla

7

t=>tp t—1o v X+Ax
Vi du 6. M6t nguoi di xe may véi van téc 30km/h trong niva dau tién cua doan
dwong va 20km/h trong ndra thr hai. Héi van toc trung binh la bao nhiéu?

(24km/h)

Vi du 7. M6t tén Ira bén thang 18n tir mat d4t véi van téc ban dau v, m/s va dat
d6 cao trong tgidy 1a S = tv, — 16£
a) Tim van téc & thoi diém ¢
b) Mét bao lau dé tén Itra dat t&i dd cao tbi da?
c) Tinh van tbc tén Itra khi cham d4t
d) Van tbc ban dau |1a bao nhiéu dé tén Itra cham dat sau khi ban 15 giay.

c) Y nghia thwe té. % |a suat bién dbi ctia y theo x.

X

13
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Vi du 8. Cho hinh tron ban kinh r, ta c6 S = n/, ta co S'=2nr. Nhw vay suat bien
doi dién tich caa mot hinh tron theo ban kinh chinh bang chu vi cta né.

Vi du 9. M6t cai thang dai 13ft dirng dwa vao btre tuong thi chan thang bi truot ra
xa btre twong voi toc do khong doi 6ft/s. Bau trén cua chiéc thang chuyén dong
xuong dwéi nhanh nhw thé nao khi chan thang cach twéng 5ft?
Vi du 10. Nguoi ta hat diu ra khéi thung dé 1am sach né. Biét sau khi hat ¢ phat
lwong dau con lai trong thung & V = 40(50 — 1) lit.
a) Tim lwong dau hat trung binh trong 20 phat dau tién.
_ 2
(Vi = 40.50 — 40.30° _ 3200 (Ip))
20
b) Tim tbc dd dau dwoc hit ra khéi thung tai thei diém t = 20 phdt.
(v(20) = (40.502 - v);_19 = 24001/p)
Vi du 11. M6t cai thung hinh nén vé&i dinh & phia dwdi co qhiéu cao 12 ft va
duong kinh day la 12ft dwge bom day nwéc voi toc do khong doi la 4ft*/phat. Hay
tinh toc do bién doi chiéu cao cdt nwédc khi

a) nwdc sau 2ft (y'(2) =l)
T

b) nwéc sau 8ft. (y'(8) = L)
167
2. Pao ham mét phia, méi lién hé véi lién tuc, dao ham cua ham ngworc.
a) Pao ham mét phia.
Dinh nghia.
f(xo+Ax)—1f(xy)

f,(X0+0)= lim ,f,(XO—O)Z lim f(XO +AX)—f(X0)
Ax—+0 AX Ax——-0 AX

Nhan xét. 3 f(x) & f(xo + 0) = f(xg — 0)

Vidu1. y =1-x, xét y(1 -0)

b) Lién hé dao ham va lién tuc.

3 f(xo) = f(x) lién tuc tai xo.

Ngworc lai khéng dung, vidu y = Ix lién tuc tai x, = 0 nhwng A f(0).
c) Pao ham cua ham sé nguwoc

+) Ham sb x = ¢(y) c6 ham nguoc y = f(x)

+) y = f(x) lién tuc tai xo = ¢(yo)

+) ¢(y0) # 0
Khidétacd f'(xg) = — :
¢ (¥o)
Vi du 2. y = arccot x, tinh y" Vi du 3. y = arcsin x, tinh y"

14
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3. Phép toan va cong thurc.

a) Phép toan. Cac ham f, gkha vi tai x, =
* (f+ g)(x0) = f(x0) £ 9(x0)
* (£.9) (x0) = f(X0)9(X0) + f(X0)9'(X0)

FY f( x Xo)— 9 (xo)f(x
.(_j (xo) = (x)g( og g (xo)f( 0),g(x0);t0.
g g% (x0)
b) Pao ham cac ham so cap co ban.
Ta dan ra coéng thirc cia mét vai ham
*c=0 e (tan x) = 12
o (x)'= ax”’ cos? x
e (d)'=a"lna e (arccos x) = ———
’ ’,1_X2
° (Ioga|X|) = I , 1
xina e (arccot x) = —
1+ X2

c) Pao ham caa ham hop.
3 y'ullo), 3 U'(X0) = ¥ = y(u(x)) co dao ham tai Xo va co ¥'x(Xo) = ¥'u(lo).U'x(Xo)-

Vidui. y=(x-—1)(x-2) ... (x—2009), tinh y(1). (2008!)
2+ X, X < -2 1, X< -2
Vidu2. y =3(2+x)(x-3), 2<x<3, tinhy. (=:2x-1 -2<x<3)
X — 3, X >3 1, X>3

Vidu 3. y=xtinh y.
Vi du 4. Chirng minh rang:
- Dao ham cGa ham chan 1a ham lé
- Dao ham clha ham & 12 ham chan
- Dao ham cla ham tuan hoan 1a ham tuan hoan c6 cung chu ki
Vidu5. y= x**, tinh y".
Vi du 6. Chirng minh rang
vx >0

a) 3arctan x + arctan(x + 2) < 4arctan(x + 1),
b) 2 arccot x + arccot(x + 2) > 3arccot(x +1), Vx>0
X2

Vidu7. a)CMRarctanx’ - arctany’<In=—, ¥ x, y: x>y > 0.
y

y2

b) CMR arccotx* - arccoty’ > In2—, ¥ x, y: x> y > 0.
X

15
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4. Vi phan
a) Dinh nghia. f(x) xac dinh trong Uy, (xo), néu c6 Af = AAx + o{AX), & d6 A chi
phu thubéc vao x, ch&r khdng phu thuéc vao Ax, a(Ax) la VCB cép cao hon so voi
Ax thi ta no6i f{x) kha vi tai xo va c6

df = AAX.

Vidu 1. y=2x+ 3, tinh dy.
b) Y nghia hinh hoc. Néu A # 0 thi Af ~ df.
Nhan xét AAx 1a tuyén tinh déi v&i Ax nén né don gian hon Af nhiéu.
c) U'ng dung tinh gan dung.
fixo + AX) = f(xg) + o
Vi du 2. Tinh gan ding /4,01.

Vi du 3. M6t manh kim loai hinh vuéng, moi canh 20cm, khi nung néng méi canh
dan ra 0,1cm. Tinh gan dang phan dién tich manh kim loai dan ra.

d) Lién hé giira dao ham va kha vi
f(xo) = A & df(xy) = AAX.

d , d ex
(x6 +3x4 +1) Vi du 5. (—)
d(x2) Td(x3)\x

e) Tinh bat bién cua vi phan cap 1
y = f(x) kha vi, x = ¢(f) kha vi = dy = f(x)dx.
5. Pao ham va vi phan cap cao

Vi du 4.

a) Dao ham cép cao.
Pinh nghia. £7(x) = ("~ "(x))’

VidL_|1.oy=x("",y(”)=? e y =sinx, y(n :sin(x+ngj
Quy tac. 3 £7(x ) ( x) thi co
1°) (f(x) £ g(x)" = +d
2°) (f(x).g(x))‘”’ ZCkf(k)(x)g(” 0 (x)
k=0
Vi du 2. y = x Inx, tinh *® Vidu3.y= sinax cosbx, tinh y2°>
Vi du 4. y = X* cosx, tinh y** Vidus. y =
Vidu6. Tinh )", ne N
a) y = 1_22X ((=2)" e2x(n+1-2x))
e X

_ | n-1
b) y = xIn(1-3x) (U 2)'3n (3x - n))

(1-3x)

DAVE A GOOD URNDERSTANDIRNG!
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§9 DAO HAM VA VI PHAN (Tiép theo)

5. Pao ham va vi phan cap cao.

a) Dao ham cap cao.

Dinh nghia. £7(x) = ("~ Y(x))"

Vidu1. a)y=sinx, y'" = sin(x+ ngj

b) y=x% ae R, tinh )\
Quy tic. 3 £(x), ¢d"(x)
1°) (a(x))"” = af"(x)
2°) (f(x) £ g(x))"" = £7(x) £ g"(x)

3°) (F00.g00) " =3 Ckr (50 g R (x)
k=0

Vi du 2. y = x Inx, tinh y*®
Vi du 3. y = sinax cosbx, tinh %
Vi du 4. y = X* cosx, tinh y**°
Vidu5. y=—"—, tinh y"

X< -1

Vidu6. a) y=122% tinh "
e
b) y = xIn(1 - 3x), tinh y*"
x=3t+268 N
c) y = f(x), , tinh 7 (x), 7 (x)
y = tet

_ t
Ay =0 15T inh P (), P (x)
y =2t — e?t

e) fix) = X sin(1 — x). Tinh £°9(1)

f) f(x) = (1 — xX°) cos x. Tinh #£27(0)

b) Vi phan cép cao

Dinh nghia. d"f= d(d"~ ')

khi x 12 bién sb doc lap ta c6 d'f = £”(x)dx".

17

c) y = loga|x], tinh "

((-2)"e®(n + 1 - 2x))

((n=2)137
(1-3x)"

(r=8 o _2+e”
3’ 9(1+212)

_Dat
(F =21-el), " = —=2
1+ ¢t

(3x-n))

)

(=100)
(102)
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Vidu 7. y = X*¢”, tinh d'%

Vi phan cép cao khéng c6 tinh bat bién
Vidu8.y=x, x=F cé y=y?dx

Vidu 9. a) y=(x+ 1)2In@2x + 3), tinh d'y(-1), (81C2210dx™)
b) y = (1- x2)In(2x — 1), tinh d'%(1). (=71C%,.22dx10)

Vi du 10. a) f(x) = eXsin x, tinh d*f(0) (2" dx??)
b) f(x) = eX cos x, tinh d*°f(0) (—2'0dx?)

X
c) CMR: V&i moi sb tw nhién 1& n, phwong trinh x = j(arctan )" dt
0
c6 khéng qua 2 nghiém thyc phan biét

X
d) CMR: V&i moi sb tw nhién 1& n, phwong trinh x = I(arccot )" dt
0

c6 khéng qua 2 nghiém thyc phan biét.

§ 10. CAC PINH Li VE HAM KHA VI VA (NG DUNG
e Dat van de.
1. Cac dinh li vé ham kha vi

Dinh li Fermat. f(x) xac dinh trén (a ; b), f(x) dat cwc tri tai c € (a; b), 3 f(c) thi
f(c) = 0.

Vidui. a)y=xxe (-1;2) b) y=|x|, xe (-1;1).

Dinh li Rolle. f(x) lién tuc trén [a; b], kha vitrén (a; b), fla) = f(b) = 3 ce (a; b)
saocho f(c) =0

Vidu 2. fx) = (x+ 1)(x + 2)(x + 3), xe [-3 ; 1]
Vidu3s. f(x)=2-%x4, xe [-1;1]

Vidu4. f(x) = X + 2x, x € [—g; 1}

Vi du 5. f(x) kha vi [0 ; 1], f(0).f(1) <0. CMR 3 ce (0; 1): f(c) = 0.

Vidu6. a)Cho a= b+ c. CMR phuong trinh 4ax® + 3bxX* + ¢ = 0 ¢6 nghiém
thuéc khoang (-1 ; 0).

b) Cho a+ b + ¢ = 0. CMR phuwong trinh ax® + 2bx + 2¢ = 0 ¢6 nghiém
thuéc khoang (0 ; 2).

DPinh li Lagrange. f(x) lién tuc trén [a; b], kha vitrén (a; b) => 3 ce (a; b):
f(b)-f(a)

p— =f'(c)

18
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Vidu7.f(x)=x(x+1),xe [0;2]

Vidu8. fix) = |x|(x— 1), xe [-1;2]
Vi du 9. CMR: |arctana — arctanb| < |a — b|
Vidu 10. a) Chirng minh rang cac VCB o(x) ~ A(X), X = +oo,

arccot (1 — x2)
1+ x2

o(x) = arctan®(x + 1) — arctan®x, f(x) =

b) Chirng minh rang cac VCB afx) ~ A(X), X — +oo,

X2
a(x) = arccot’(1 — x) — arccot’(2 - x), A(x) = 4arccot(1- x2).

1+ x2
L.
c¢) Chirng minh ran <In2
) Chirng g ; —
A
d) Ch&ng minh ran >1In2
) Chiing g Z? -
e) Tim adé a(x) = tan _tan—'— 1a VCB cung bac voi 1
3+ x@ 1+ x@ x4
khi X = +oo.
f) Tim adé a(x) = tan — tan la VCB cling bac voi 1
2 + x@ 5+ x@ X6

khi X — +oo.
Dinh li Cauchy. f(x), g(x) lién tuc trén [a ; b], kha vitrén (a; b) = 3 ce (a; b):
(i) - f(a))g(c) = (9(b) — g(a))f(c).
Ngoaira, néu g(x) #0, V xe (a; b) thi cé
f(b)-f(a) _ f(c)
g(b)-gla) g'(c)
Vidu11. fx) = X%, g(x) = X°, xe [1; 2]
Vidu12. fix) = |x|(x + 1), 9(x) = x, x e [-2 ; 1]
Vidu 13. a) CMR V x > 0 ¢6 3arctanx + arctan(x + 2) < 4arctan(x + 1).

b) CMR V x > 0 c6 2arccotx + arccot(x + 2) > 3arccot(x + 1).

DAVE A GOOD URDERSTANDING!
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GIAI TICH |
BAI 5

§10. CAC DPINH Li VE HAM KHA VI VA I’'NG DUNG (TIEP THEO)
DPat van dé
1° “Céu truc thé gidi hoan hao nhat, dwoc sang tao bdi ngwdi thdng minh nhét.
Khéng c6 gi xay ra trén thé gi¢i ma khong cé sy tham gia cua i thuyét cuc dai,
cwce tiéu” — Euler
2° Tia sang qua gwong: Heron, cuc tiéu dwérng di, thé ki 1 trudc cdng nguyén
sina

= const, cuc tiéu thoi gian
cos

3° Tia sang qua nuwoéc, Fermat 1657,

2. Cong thire khai trién Taylor, Maclaurin
Binh li. fix) c6 19(x) (k= 1, 2, ..., n) lién tuc tai X, va c6 £7* V(x) trong Ug, (Xo)

X)), ok () na
= f(X)—kZ:‘)T(X XO) +m(x XO)

c & gilra xgva xo + O x— X), 0 < <1,

Khi x, = 0 ta ¢6 céng thire Maclaurin.

Vi du 1. Viét cong thire Taylor f(x) = x* tai xo = 1.
Vi du 2. Viét cong thirc Maclaurin f(x) = xe* dén X°.
Céng thirc Maclaurin cia mét sé6 ham

2 n c
ceX =1+ x+ g4 1@yt cgitra0vax;
2! n! (n+1)]

NI J2n+1 sin(c+ (2n + 2)”)
esinx=X——+—eet (=1)" + X2n+2
3! 5 (2n+1)! (2n+2)!

cgitra 0 va x;
22 2 cos(c+(2n+1)”j
ecosx=1-2—+4+2 _...4(=1" + x2n+1:
2! 4! (2n)! (2n+1)!

cgitra 0 va x;
_“+a(a—1)---(a—n+1)

. (1+x)a:1+ax+a(a'_1)x2+a(a_2l(a_2)x3+ p X"+ R, (X,
& d6 Ry(x) = X1 1)((0,‘7;%)"”(“ = (14 0)* " x4, ¢ giva 0 va x;
2 3 4 +1
ein(l+x)=x-C X X Xy ad o
2 3 4 n (n+1DA+)"

cgitra 0 va x.
Vi du 3. Tinh gan dung sin40° véi sai s6 § < 0,0001.
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® sSin40° = sin%[

A 7
29 07" 40000163

7! 7!
3 5
osin40°z2—”—i(2—”j +i(2—”) =~ 0,6428.
9 3I\l9 5109

Vi du 4. Tinh gan ding e v&i sai sd § < 0,00001.

X2 + ax* — sin? x

) . < #0
Vidu5. a) Timade f(x) = x2In(1+ x2) X

0, x=0
kha vi tai x = 0. (az—%)

X2 + ax* —In(1+ x2) X0

b) Tim adé f(x) = x3(e2x -1) '

0, x=0

kha vi tai x = 0. (az—%)

3. Quy tac L'Hospital, trng dung khai trién hiru han
a) Quy tac L'Hospital
Dinh 1i L'Hospital 1. f(x), g(x) kha vi Us, (x0), fiXo) = g(x0) = 0, g'(x) # O trong

Us (x0), lim f,(X) CAcR = lim LX) _ 4
0 x—=x0 g (x) X— X0 g(x)
Binh Ii L'Hospital 2. fix), g(x) kha vi U, (x0)\{x}, lim f(x) = e,
X—X0
lim g(x) =,g(x)=0trong U, (x5), lim f,(X) = Ae R= lim fx) =A
X—XQ 0 X—=x0 g (X) X— X0 g(x)

e Chuy. - Quy tac L'Hospital vAn dung khi thay xg = o
— C6 thé ap dung nhiéu 1an quy téc L'Hospital
— Quy tac L'Hospital chi la diéu kién di ma khéng 1a diéu kién can

Vidy1. lim XC08X Vidy2. lim 20X =X
X—>o0 3x x—=0 X — Sin X
X
Vidu3. lim —2 Vidu4. lim x@Inx, a>0
X—+o0 2009 x—07F
Vi du 5. Iim( X —ij Vidu6. lim (linx))™
x->1\Xx—-1 Inx x—07t
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1

Vidu7. lim @an2”“1jx Vidu8. lim xx*-1
X—o0 X+ x—=0t
Vidu9. lim (arctan x)°"* (1)
x—0*
Vidu10. a) lim (1-sinx)®* (1) b) lim (1 - cos x)®"* (1)
x—>£ x—0
2

c)ﬁq}1—xf“gx (1)

2 X 2
Viduil. Ilim (—arctan xj (e 7)

X—>+oo \ T
Vidu12.
2 2 3
a) lim (sinx + cos2 x)™" * (Je) b) lim (cos x — sin2 x)°* * (e 2)
x—>£ x—0
2
Vidu 13.
a) lim (sin x — sinv1+ x2) (0) b) lim (cosvx—1-cosvVx+1) (0)
X—>oo X—>+o0
Vidu 14.
. _3 . _1
a) lim Jsin x 2\/smx (—i) b) lim (cos x)°C% (& 2)
M COS< X 12 x—0
2
X2
jmu—znm
. . 1 1 1
c) lim -9 —1 d) lim + —
)xl—>0 x sind x 1) )x—>2{ln(x—1) 2—x} (2)

. 1 1 1
€) )Lliniln(Z— x) " X—“J (E)

Vidu 15. a) CMR: B4t phwong trinh x < In(S — %j dt c6 nghiém x> 1.

b) CMR: Bat phuwong trinh x < In(S - %j dt c6 nghiém x > 2.

N X

4. Ham s6 don diéu

Dinh nghia.

f(x) tang (déng bién) trén[a; bl & V Xy, Xo € [@; b], X1 < Xo = f(X1) < f(Xo).
f(x) gidm (nghich bién) trén [a; bl & V x1, X2 € [a; b], X1 < Xo = f(x1) > f(X2).

Dinh nghia. Ham sbé f(x) don diéu trong [a ; b] < trén doan nay ham sb chi ting
(giam, khéng tang, khéng giam)

Dinh li 1. f(x) lién tuc trong [a ; b], kha vi trong (a ; b)
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Néu f(x) tAng (gidm) trong [a; b] < f(x) = 0 (f(x) < 0)

Né&u F(x) > 0 (f(x) < 0) trong (a ; b), c6 it nhat mot didm x d& F(x) >0 (F(x) < 0) =
f(b) > f(a) (f(b) < f(a))

%), xe (a; b)=f(x)<g(x), xe [a; b]
x),xe (a;b)=flx) <

2
|ny_
X2

9(x), xe [a; b]
Vidu1.a)x>y>0.CMR arccot x* — arccot y* >

2
b) x>y > 0. CMR arctan x* — arctan y* < InX—2

Vidu 2. a) CMR: Vx> 0 c6 3arctanx + arctan(x + 2) < 4arctan(x + 1)

b) CMR: Vx> 0 ¢d 2arccotx + arccot(x + 2) > 3arccot(x + 1)
5. Bat dang thirc ham 16i
Dinh nghia. f(x) xac dinh trén [a; b], f(x) 16i trong [a; b] & V te [0; 1] ta co

t(a) + (1 — D(b) > f(ta + (1 — Hb)

Néu d4u “<” thi ta c6 f(x) 16m trong [a ; b]
Dinh li. Néu f(x) > 0 trong khoang I = f(x) 16i trong [a ; b], Va, be I, a< b.
Néu 7(x) < 0 trong khoang / = f(x) Idm trong [a; b], Va, be I, a< b.
Vidu 1.a) CMR: Vxcé 3arctanx + arctan(x + 2) < 4arctan(x + 1)

b) CMR: Vx cb 2arccotx + arccot(x + 2) > 3arccot(x + 1)
6. Cuwc tri
Binh nghia. f(x) x&c dinh trong (a ; b), dat cuc dai tai x € (a; b) & FUg, (x0) dé co
f(x) < fixo), Vxe Ug, (X0)\{x0}
twong ty thi fix) > fixo), Vxe Ug, (x0)\{xo} thi f(x) dat cwc tiéu tai xo
inh i. f(x) lién tuc trong [a ; b], kha vi trong (a ; b) (c6 thé trir ra hitu han diém). Khi x
bien thién qua c, f(x) doi dau tlr + sang — thi f(x) dat cwc dai tai x = c.
Twong tw khi f(x) ddi ddu ngworc lai thi ta c6 f(x) dat gia tri cwe tiéu tai x = c.
Néu f(x) khéng dbi dau khi x bién thién qua c thi khdng cé cuec tri tai x = c.
Vidul.y=x% y=x, y=|x
Dinh i 2. f7(x) lién tuc trén Uy, (c) vaco f(c) = f{(c) = ... = £777(c) = 0, £7(c) = 0.
Néu nchan, dat cwe tiéu tai x= cnéu £(c) >0

dat cwc dai tai x= cnéu £7(c) < 0

Néu n 1& thi khéng dat cuc tri tai x = c.
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Vi du 2. Mt manh vwéon hinh chir nhat co dién tich 450m? dwoc rao lai dé tho
khong vao pha vuwon. Biét canh cia manh vwedon la mot bire twdng. Hai kich thuwde
chiéu dai can rao ngan nhat la bao nhiéu?

Vi du 3. M6t kg khoai tay ctra hang nhép vao co gia 70 cent, ngwoi ban hang co thé
ban dwoc 500kg khoai tay véi gia 1,5d6la/1kg. Biét rang v&éi moi cent ma nguoi ban
hang ha gi4 thi sé lwong ban dwoc sé tang gap 25 1an. Héi ngwdi ban hang can dwa
ra gid khuyén mai 14 bao nhiéu dé thu dwoc nhiéu lgi nhuan nhat.

Vi du 4. Mét tia sang di tir A dén mat gwong phang va dén B theo luat phan xa.
CMR: d6 la dwong di ngén nhat t A dén B qua guong. C6 két luan gi khi thay mat
guong bang mét nwéc va diém B nam & dudi nwéc?

Vi du 5. Tim cwec tri:

a ) y = ( 3 4 + X)2 (ymin(_4) = ymin(o) = 0; ymax(_s) = 9)

b ) y = ( V8 + X)2 (ymin(o) = ymin(8) = O; ymax(6) = 36%/2)
3

C) y = Xs\/(1 - X)2 (Ymin“) =0 , ymax(%j = 3\2/2_0)
3

d) y = (1- X):\s/; (ymin(o) =0; ymax(gj = 3\2/2_0)

Vidu 6. a) Tim gia tri I&n nhat, bé nhét y = & — 3x% — Barccot X%, -1 < x< 43
(max f= -3 - %; min f=—-2m)
b) Tim gia tri 1&n nhat, bé nhat y = 21 + 3xX° — 6arccot X, 43 <x<1
(max f=2r, min f= 3 + g)

c) Chitng minh rng 2x2 arctan x2 > In(1+ x4), vxe R
c) Chirng minhréng 2x3 arctan x3 > In(1+ x8), vxe R

DAVE A GOOD UNDERSTANDINGI
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GIAI TiCH |
’ B“AI 6 > r Y <
§11. CAC LUOC DO KHAO SAT HAM SO

e Dit van dé
I. Ham s6 y = f(x)
1) Piém uén

Binh nghia. Biém /(c; f(c)) la diém udn ctia d6 thi ham s6 y = f(x) < la diém phan
chia phan 10i, ldm ctda do thi ham so

Cach tim. Tim (c ; f{c)) sao cho f(x) dbi dau khi x bién thién qua x = c.
2) Tiém can

Dinh nghia. e x = X, 14 tiém can dirng ctia dd thi y = fix) & lim f(x) =
X— X0

e y = ax + blatiém can xién cha doé thi y = f(x) & lim p(f(x), ax + b) = 0.

X—>o0
. . . f(x) :
Khiddétacd a = lim —=, b= lim (f(x) — ax)
X—oo X X—>o0
Khi a = 0 ta ¢6 tiém can ngang
Vidu 1. Tim céac tiém can
X2 x4 ( 1)
a)y= ; b) y = —5—, c)y=xine+—|,
)Y =72 )Y =722 )y .
2
2 X x>
d) y = xex +1 e) Yy =3Jx2 -1
0, X = *1
Vi du 2. Tim tiém can cua dé thi ham sé
2
a)y:M (x=%2, y=38xphai;y=-3xtrai
X2 -4
2
b)y:2X 3 (x=x1, y=2xphai; y=-2xtrai)
x% -1
2
c)yz—x arccot x (x=—1,y=1,y=nx+1-m)
X +1
2
d)y:w (x=1,y=-1,y=-1x-1-7)
- X

3. Lworc do khao sat doé thi.
a) Tap xac dinh
b) Chiéu bién thién: tang gidm, cuec tri, 16i I6m, tiém cén, bang bién thién
c) Do thi
3
Vidy3. y =21
X

25



PGS. TS. Nguyén Xuén Thao thaonx-fami @ mail.hut.edu.vn

Vidud. y =31-x8
1

Vidu5. y = ex — x
Vidu6. y =In(1+e)

x = (i)
y =9(t)

Twong tw nhuw y = f(x), chi khac |a khao sét gian tiép y theo x qua bién trung gian t,
vachuy

,te [a; Al

Il. Pwdng cong cho dwéi dang tham sé {

dy _y' () . 2y _y X)) -y () x ()
dx X)) = dx? (x()°
Vidu1.{X=2t_t2
y =3t-13
2 2 2

Vidu2. x3 +y3=a3,a>0
Vidu3. X+ )y -3axy=0,a>0

) . |x=8t+28 ,
Vidu4. a) Cho y = f(x), & dé ) , tinh f(x), f'(x)
y = tet
t2 t2
(f,:e_’f”= 2+e )
3 9(1+ 212)
_ t
b)Cho y = f(x),8d6 X = T tinh F(x), F(x)
y =2t - e?
_Onl
(F=2(1—et), i = —2&
1+ ¢t
X =1+t
¢c Cho y = f(x), & dé , tinh f(x), f’(x
y = 1(x) {y=3t4+2t2 (x). F(x)
4
f =4t f =
( 3t2+1)
= 13 + 3¢
d Choy=f(x),ado 1"~ " "% tinh F(x), F(x)
y =t° - 5t
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Vidu 5. Tim cac tiém can

t ~t
X = X =
13 —1 2 13 +1
a = 2X —— b =3x-1
N e W ;) N e W )
y_t3_1 y_t3+1

lll. Pwéng cong cho trong hé toa dd cwc
1) Hé toa dé cwec. Hé gbm diém O, truc Ox goi la hé toa dd cuc

Mr: @), r=|0M,0<r<c, o= (Ox;:OM),0< p<2n
Vidu 1.

a)p=2 Db)r=cosep c)r=sing d)r= 1 1
2 cos ¢

Lién hé v&i hé toa dé Descartes:

(r; @) —(x;y), x=rcose, y=rsing.

X: ) > (r; o), r=Jyx2+y2, ¢= arctan%, ldy ¢: sing cung dau véi y.

Chu y. Trong hé toa dd cwc suy rong ta c6 —oo < r < o0, —0 < @ < +oo, khi r; < 0 thi
dinh nghia (ry ; @) = (-r1 ; @+ 7)

2. Lwoc do khao sat dwéng cong r = f(¢)

a) Tim tap xac dinh

b) Chiéu bién thién: Xét tinh chan, I&, tudn hoan, chiéu bién thién, cwc tri, bang
bién thién, tanV = rL & do V 1a géc dwong gitka OM va vecto chi phwong cua
tiép tuyén vai db thi tai diém M.

c) b6 thi

Vidu1l.r=a(1 +cos¢g),a>0

Vidu2.r=asin3¢p, a>0

Vidu 3. r=asin2¢, a>0

Vidu 4. ¢ + /)%= &(xX - A, a> 0.

Vidu 5. r=a(1 +2cos¢), a>0

Vidu6.r=asinng, ne N,a>0

Vidu7.r=acosnp,ne N,a>0

DAVE A GOOD URDERSTARNDINGI
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GIAI TiICH |
BAI 7
CHUONG II. PHEP TiNH TiCH PHAN
§1. TICH PHAN BAT DINH

e Dit van dé

l. Pinh nghia.

1. Pinh nghia.

f(x) trén (a; b), F(x) la nguyén ham cua f(x) & F(x) = f(x), V xe (a; b)
Vi du

a) fix) =2010 b) f(x) =0 c) fix)=x%, ae R
d) f(x) = sinx e) f(x) = Inx ) y = X"
g) f(x) = X Inx h) f(x) = x cosx i) f(x) = X° sinx

Dinh li. F(x) = f(x), xe (a; b), khi d6 tap tat ca cac nguyén ham cla f(x) 1a F(x) + C
Dinh nghia. If(x)dx =F(x)+C

2. Tinh chét
a) f(x) lién tuc trén (a; b) = 3 If(x) dx

b) Tuyén tinh. 3 jf(x)dx,ajg(x)dx
- j[af(x)+ﬁg(x)]dx= ajf(x)dx+ﬂjg(x)dx, a Be R

Toan tor I cO kha nghich trai, khéng co kha nghich phai

c) % j f(x)dx = f(x) d) j (% f(x)j dx = f(x) + C

3. Bang mét sé tich phan thong dung
xo+1

+C, a+ -1

.x“dx: o+ 1 dx = arctanx + C

Inlx| + C, a = -1

J1+ X2

1 dx =-cotx+C

sinxdx = —-cosx+ C

J sin? x
c dx . 1 .
=tanx+C dx = arcsinx + C
J cos? x N Y
o aX
aXdx =—+C

. Ina
Il. Cac phwong phap tinh

1. Doi bién sé

Ménh dé 1. Néu jg(t)dt =Gh+C= jg(w(x))w’(x)dx =Gw(x))+C
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Ménh d& 2. Néu jg(go(x))go’(x)dx: G(X) + C= jg(t) dt = Gl (1)) + C, & d6 ¢t

= ¢(x) c6 ham nguoc la x = ¢ (1)

Vidu 1
¥ 3dx adx
a) [ x(x+4)%adx b) [ -2 c)
J j'/1—X2 .[/ex_~|
e sind x In2x ax
d ax f) | —
) | Jcos x )-[xln4x )Ix\/1+x2
¥ ax . x2dx
g) | — h) | Va2 + x2dx i)
tan x 1 coS? X
k) ——In——+C
-’.1+cos2 ( 2 1+cos?x )
)
&dx (1|nL_X+ C)
1+ sin? x 2 1+sin? x

2. Tich phan tirvng phan. Cac ham u, v kha vi, cé judv = uv - I vdu

Viduy 2
a) | In2 xdx b) | (5x + 6) cos 3xdx c) Isin(ln x) dx
d) [ (arcsin x)? dx e) [ 7 dx f) I XC%S Xd
R Y COS Sin
¥ 1- ~arcsin x .
xIn—X dx h dx i) | Va2 — x2dx
2 R N )|
K) J-xln x+41+ %) o
V142
Vidu 3.
. — — X
a) dez (- e~x +C) b)J-(1+x)dx € L0
“eX(x-1) X = X
c) [arccot vax =1 dx (%[2xarccot V2x—1+2x-1]+0)
d) [arctanv2x + 1dx (%[Q(X +1)arctan+/2x +1-vV2x + 1]+ C)
3. Str dung céac I&p ham cé tinh chat dac biét
Vi du
a) IXBede b) ng cos xdx c) Ixm sin xadx
d) I x"NeXdx e) _[ X" cos xdx f) I X" sin xdx

4. Tich phan cua mét vai I&p ham khac
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P, (x)
Q, (x)’

Pinh li. Néu Q,(x) = as(x— a)%(x-bf .. (¢ + px+ Q)" ... ¥+ Ix+5), 8 d6 a, 5, ...,
ne N;a be R,p2—4q<0,/2—4s<0,a+,5+...+2(y+...+7) n. Khi dé

a) Ham hru ti R(x) = P.(x), Q,(x) 1a cac da thirc bac m, ncua x.

R(x) = A, A v . pler B + B +
(x-a)* (x-a"" x-a (x-b¥ (x-pF"
N Bp_1 N Mx + N N Mix + Nj - My_1x + Ny _4
X=b (x24px+q) (x+px+q)” X2+ px+q
Y Px+Q . Px+Q . +Py_1x+Qy_1
(+ix+s)) (+ix+s) X+ lx+s

cac hé sb néu trén dwoc tinh theo phwong phap hé sbé béat dinh.

Tir d6, dé tinh I R (x) dx ta sé dan dén tinh céc tich phén sau

1°)J.Lkdx; 2° IZM(—+NdX; 3°)_[ Mx+ N dx;
(x-a) X<+ px+q (x2+ px+q)"

& d6 p* — 49 < 0.
Vi du.

[ dx 2x + 1
a -

)'(x—2)5 )Ix2+3x+4

. 2
¢) 3x+2 2dx d J- X< +1 de

“(x2 +2x+2) (x+3)(x-1)

X2 + 2

a. f)

e)-x4+4 X jx8+x6

I x(x5 1)

DAVE A GOOD URDERSTARNDINGI
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GIAI TICH |
BAI 8
§1. TICH PHAN BAT DINH (TIEP THEO)
4. Tich phan cua mét vai I&p ham

b) Ham lwong giac. I R(sin x, cos x) dx, & d6 R(sinx, cosx) 1 ham hiru ti ddi véi cac bién

2t 1- t2J 2
1+1227 1+ )1+ 12
Chuy. +) R(sinx, cosx) chan véi sinx va cosx thi dat t = tanx hodc t = cotx
+) R(sinx, cosx) lé v&i sinx thi dat t = cosx
+) R(sinx, cosx) lé v&i cosx thi dat f = sinx

Détt:tang,—n<x<n:>J'R(

Vidu 1.
a) [ sin3 x cos? xdx b) Is'nQ dc):(os“
. in2 x X
¢) ax d)j cos 2x dx
J2sinx+cosx+3 cos? x + sin% x
e) [ sin x sin 2x sin 3x dx f) -[cos3 smjr)](z 1 ax
J X —sin? x —
a) ax h)j ax
J (sin x + cos x)° 1+ sin? x
. I ax K 35inx+2005xdx
sin? x + 3sin Xxcos X — cos? x 2sin x + 3cos x
tan x 1 COS2 x
| —dx ——In——+C
)J-1+coszx ( 2 1+cos?x )
)
J‘&dx (1|nL_X +0)
1+ sin? x 2 1+sin2 x

c) Tich phan cac ham sé vé ti jR(x, JAX2 + Bx + C) dx

1°) [ R(x, Va2 - xz)dx, dat x = asint hoac x = acost dwa vé tich phan ham lwong
gi4c (4b).

2°) . R(x, Va2 + x2)dx, dat x = atan t hodc x = acot t = (4b)
3°) [R(xv/x2 = a2)dx, dat x = —2— hodc x = —2— = (4b).
. cost sint
Vi du 2.
X X+3 dx
a) ax b) dx c)
J‘\/1—x2 J‘\/x2+2x+2 J‘x\/x2+x+1
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g [YE-X 5 as0 e)j X+ 1 f)Hg;i(def
R - X

q9) .X\/—X2+3X—2dX h)jx,/x_ dx
’ X +1

x3dx
I 1+ 2x - X2

I). x+4 dx (\/x2+2x—3+3In‘x+1+\/x2+2x—3‘+C)

Jx2 +2x -3

m)j\/ 2X+3 dx (\/x2+4x—5+In‘x+2+\/x2+4x—5‘+C)
b%

Vi du 3. Dung phép thé Euler dé tinh
o A>0,dat VAX2 + Bx + C = t + JAx
e C>0,d5t VAX2 + Bx+ C = xt +JC

o Néu Ax® + Bx + C = A(x — A)(x — 1), dat VAX2 + Bx + C = H(x — A) hodc H(x — 1) s&
dwa vé tich phan ham hiwu fi.

) J- ax b) J- ax
X+VX2 + x+1 1T+V1-2x- x?
ax -1

c) ax

J‘(x2+az)\/x2—a12 J‘(x2+1 x4 +1
Chu y. C6 nhirng ham khéng c6 nguyén ham so cép:

N )

et cosx2, sinx2, &, COSX sinx 1 - Ts (Chtng minh

X X X In x 1- x3
bé&i Liouville (Phap) vao thé ki 19).

§2. TICH PHAN XAC PINH
DPat van dé ) .
l. Pinh nghia.
1) Y nghia hinh hoc:
+) Bai toan dién tich hinh thang
cong: f(x) lién tuc va khéng am trén
[a ; b], khi do dién tich cta hinh
thangcongOSySf(x),ansb n=d n=38 n=16

\ 4
A\
A\

aS=1Im ) f(x)Ax;, A= max|Ax,|

A—0 =0
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b
2) Y nghia co’ hoc jf(x) dx, f(x)>0

— La khéi lvong cta doan [a ; b] véi mat dé khdi lwong 1 f(x)

— 1a cong clia lyc c6 do lon f(x) > 0 tac dong vao vat chuyén dong thang tir x = a

dén x = b.

3) Tinh ap lwc 1én mat dia. Tinh &p lwc 1&n mdt mat dia phdng chim trong nwéc

trong hinh 4 b
b

F = .[thdh, ¢ dé w la trong lwong riéng cua nudc =
a

1 .2 3
—tan/(ft
3 (ft)

4) Binh nghia. f(x) xac dinh trén [a; b]
+) Chia[a; b] b&i cac diémchiaa=xo< X1 <Xo < ..<Xp=b
Léy &ie [xi-1; x]

+) Lap tébng o = Zf E)Ax;, dat A = max|Ax,|

i=1,n
i=1

Néu lhrg o = | khéng phu thudc vao céach chia [a ; b] va cach chon diém & thi /13
%
(n—eo)

b
tich phan xac dinh cda ham f(x) trén [a ; b] va ki hiéu la jf(x) ax.

a

Vidy 1. a) Tinh Tde b) Tinh T2010dx c) jy(x)dx, y(x) = {:) ii (/@
d)Jii)nw?chos— Z24 e);@w%iksin% ()
f):7|[]>1c>021n2+k2 (%) )nITooZS 2 4 k2 (%)
h) Chrng minh ring Z < In2 k) Chtrng minh rang kZ:: 2n1— > In2

a
Binh nghia. ¢ Khib< aco Jf(x)dx = —Jf(x)dx

b
-Khia:bcéjf(x)dx:O
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Il. Tiéeu chuan kha tich, tinh chat

1) Tiéu chuan kha tich
Dinh li 1. f(x) kha tichtrén [a; b] & /{imO(S -s)=0,
-

n n
S = ;M/Ax,-, S = l;m,-Ax,-, M; = nExf(x), m; = T)l(pf(x)
Dinh li 2. f(x) lién tuc trén [a ; b] = f(x) kha tich trén [a ; b]
Dinh li 3. f{(x) bi chan trén [a ; b] va c6 hiru han diém gidn doan trong [a ; b] = f(x)
kha tich trén [a ; b]
Dinh li 4. f(x) bi chan va don diéu trong [a ; b] = f(x) kha tich trong [a ; b]
Vi du 2. Tinh

2 1 2
a) [ xax b) j X2dx c) j eXdx
0 0 1
5. 1 b
d) [ x3dx e) j axdx, a>0 f) j xadx, a>0
1 0 a

DAVE A GOOD URDERSTARNDJINGI

34



PGS. TS. Nguyén Xuén Thao thaonx-fami @ mail.hut.edu.vn
GIAI TICH |
BAI 9

, §2. TICH PHAN XAC PINH (TIEP THEO)
2. Cac tinh chat cua tich phan xac dinh

b b
a) Tuyén tinh. ajf(x)dx, 3 jg(x) dx
a a

b b b
= j[af(x)+,8g(x)]dx = ajf(x)dx+,8jg(x)dx, a, Be R.

b) Céng tinh. f(x) kha tich trén khodng c6 d6 dai lén nhattlr [a; b], [a; c], [c; b]

b c b
— f(x) kha tich trén cac khoang con lai va c6 j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x) dx
a a (o}

c) Bao toan thir tw
b

+) f(x) kha tich va khéng am trén [a ; b] = If(x) ax >0
a

b b
+) f(x), g(x) kha tich trén [a; b] va f(x) < g(x) = j f(x)dx < j g(x)dx

a

+) f(x) kha tich trén [a; b] =

b
J-f(x)dx

b
sjlf(x)ldx

b
+) Néu m< fix) < Mtrén[a; bl = m(b- a) < J-f(x)dx < M(b - a).

d) Cac dinh li trung binh.
- Dinh li trung binh thr nhat. f(x) kha tich trén[a; b], m< ix) <M= 3ue [m; M|

b
dé co jf(x)dx - u(b- a).
a

b
Néu thém f(x) lién tuc trén [a; b]jthid ce [a; b]: If(x) g(x)dx = f(c)(b - a)
a

- Dinh li trung binh thir hai. f(x), g(x) kha tich trén [a ; b], m < f(x) < M va c6 g(x)

b b
khong ddi dautrén[a; bl = 3 ue [m: M: jf(x)g(x)dx=ﬂjg(x)dx
a a

b b
Néu thém f(x) lién tuc trén [a; b thid ce [a; b]: J-f(x)g(x) dx = f(c).[g(x)dx
a a
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e) Tinh chat

1°/ Tich phan cac ham chan, lé

a
a 2If(x)dx, néu f (x) la ham chan
.[ f(x)dx = :
- 0, néu f (x) 1a ham 1&
72 72 (n _'?)”.1, n chan
20/ [ sinnxdx = [ cosnxax ={ " 2 (Warllis)
(n - )N \
0 0 . nle
nitl

lll. Cong thirc dao ham theo can, cong thirc Newton — Leibnitz
X

Pinh Ii. {x) kha tich trén [a; b] = 1(x) = jf(t) dt lién tuc trén [a ; b].
a

Néu thém f(f) lién tuc tai t= x € [a; b] = I(X) = f(x).

Vidu 1.
d b's d 1 d x3
a) — | e fdt b) — | V1+ 13 dt c) — | sint? dt
) dx.[ ) dX-[ : dx '[
1 X X2
X 1 /2
d) lim {cot4 xJ-t‘2 sin tdt} (=) e) lim | tan3 x J (r—2t)costdt| (0)
x—0 4 x—0
0 X
x2 X3
jln(1—2t)dt jtantdt
. . 1
f) lim -9 —1 lim —2 —
) x—>0  xsind x (1) 9) x—0 X2 In(1+ x4) (2)
a
h ) Tim a dé tich phan dat gia tri nhé nhéat jex arctan (1+ x) dx (a=-1)
0
a
i ) Tim a dé tich phan dat gia tri nhd nhat Ie—x arctan (1 — x) dx (a=1)
0
X X
jtsin2 2t ot jtZ sin3 3t dt
k) lim -0 2) ) lim -0 (0)
x—0 X x—0 X
jln(1+2t3)dt Iln(1—3t4)dt
0 0

Cong thirc Newton — Leibnitz: f(x) lién tuc trén [a ; b] va c6 nguyén ham la F(x)
b

- jf(x)dx - F(b) - F(a)
a

Vidu 2. 1 ... . 2 . (n-Dnrx
d) Iim —| sin=—+sin— +--- + sin————
n—e N n n n
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712 i PP 2P+ P
a) _[ x2 cos x dx; e) lim. or ,p>0
0 n
1 f) lim Z%smﬂ (iz)
b) Ix3exdx n—e =N 2n
0 Lk kx 2w — 4
3 g) lm > —cos_~ (———)
N—soo &= 1 2n T
c) I|2—x|dx k=1

Vi du 3. Clra thdng dirng clia mét con dap c6 dang hinh vudng véi canh bang 4ft ngap
trong nwéc va cach mat nwéce 2ft. Hay tinh ap lwc cda nwéc tac déng 1én cra dap.
Vi du 4. Mét thung hinh tru c¢6 ban kinh r, chiéu cao h, chira nwéc c6 chiéu cao D.
Tinh céng san ra khi bom nwéc qua day trén thung.
Vi du 5. Trong bubng dét ciia mét xi lanh hinh tru chira mét lwong khi nhat dinh voi
ap suat ban dau la p = 101325N/m? va thé tich ban dau la V; = 0,4m®. Tinh cong
san ra khi pittdng chuyén déng dén vi tri sao cho budng dbt cé thé tich V, = 0,8m?°
(coi nhiét do khéng khi khéng thay dbi)
IV. Cac phwong phap tinh

b

a) Ddi bién sb. Xét j f(x) dx, f(x) lién tuc trén [a ; b,

Dinh li 1. Xét x = ¢(f) thoa man:
+) @ (1) lién tuc trén [a; A

+) ¢(a) = a, ¢(f) = b. ,
+) Khi tbién thién trong [« ; A thi ¢(f) bién thién trong [a ; b].

b B
Khi d6 ta c6 J.f(x)dx - If((p(t))qo’(t)dt.
o
Dinh i 2. Xét t = ¢(x) thod man:
+) ¢(x) bién thién don diéu trén [a ; b] va c6 dao ham lién tuc.
+) f(x)dx tré thanh g(f)dt, & d6 g(f) lién tuc trong [¢(a) ; ¢(b)].

b o(b)
KhidétacéJ.f(x)dx: jg(t)dt
o(a)
Vidu 1. 2
’ X sin x V4
1 " h) 5 dx (—)
a)J‘ \/e_ dx I1+cos 4
o veX +e . .
) " J' smx(smx+cosx)dx (1)
b)I\/X2_1dX 2 1+ |sin2x|
1 208 dx 3
In5 k) (2+6In2)
c) J‘ exver -1 1'/[3 X2 (3x +1)° 4
-eX +6
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2/3

Y I(x 2)2/3 dx

e) (1—x2) dx, ne N

0
z X2

f e arctgnx dx

J 1+ xB + sin x?

712 1+ cos3 x
g) j In| LXCOS" X1y (0)
0

1+ sind x

b) Tich phan tirng phan

thaonx-fami @ mail.hut.edu.vn

I)]s' (x + 2)dx
_1\/x2+2x+10

(x —2)dx

m)
!Jx2—2x+10

X

2
'!.(x2—2x+2)
0

X

n) 5

ax
xax

Y (x2 4 2x 1 2)

0)

b

(2+1In3)

(2-1n3)

Cho céc ham u, v kha vi lién tuc trén [a ; b], khi d6 ta c6 j udv = uvl - j v du

Vi du 2.
1

a) j Xx arctan x dx
-1

T
d) Iezx sin 3x dx

b) Jq lIn x| dx c) ”J/‘

1/e

e) I x3e2xdx

a

1

a

3 .
xsin x
cos? x
0

ax

X2 arcsin x

ax

f)_I1«/1

+ X2 + COS X

0 0
‘ [x—1 7 ‘ - 1
g)_!arcsm . ax (5—1) h)jarccos oy ax (E+E(x/§—1))
1
i) j|x|(1—2arctanx)2dx (1+%—27;+4|n2)
—1
1 2
k) J.|X|(1+arctanx)3 dx (1+3(”———+In2j)
) g 2
1 1 -2
1) J(arccos x)? dx (7 -2) m) jarcsinz X dx (T -2)
0
1
n)jarccos,/ dx (1) o) | arcsin X1 Z_1
+1 X 2

(4 — 5x)sin? x dx (2m)

=3

N[y 2 ——

0
3

p) j(3x+2)sin2xdx ()
3

|
NN

38



PGS. TS. Nguyén Xuén Thao thaonx-fami @ mail.hut.edu.vn
§3. TICH PHAN SUY RONG

DPat van dé
I. Tich phan suy réng véi can vo tan
oo A
1. Pinh nghia If(x)dx = lim | f(x)dx
A— oo

a
Ta noi tich phan suy réng héi tu néu vé phai tén tai (hiru han) va phan ki trong
trwong hep nguoc lai.
a

a
Twong tw ta dinh nghia j f(x)dx = lim |f(x)dx

B——

Ta dinh nghia j f(x)dx = .[ f(x)dx+ J.f(x)dx

Tich phan trén héi tu < ca hai tich phan vé phai héi tu.

Vidu 1. Tinh
T dx I rctanx
b
)j1+x2 )_-.‘1+4x2 -!
X ¢ 2 I
d|— aeR e) | x3e *“dx
J-Xa '([ J;, (1+ x2)°
T2 1y i
o) [“5dx (1) h) [eTax  (2)
0
0 ] 0 3
i 2x—1 — 2Xx+1 —
i) Ix2 ax (8In22) k) _j x3 ax (4In23)
T dx 1 dx In2
D | ——— —In3 m
)!x(2+x2) (4 ) )-!‘x(1+x2) (2)

2. Cac dau hiéu héi tu
a) Khi f(x) >0 va khatichtrén[a; Al, VA> a.

(o] A
Pinh Ii 1. _[f(x)dx hoi tu < jf(x)dx <L VA

DPinh li 2. fgkhahchtren [a; A] VA>a0<f(x)<g(x),V x=a.

Néu J-g(x) dx hoi tu = jf(x)dx hoi tu

Néu If(x)dx phan ki = jg(x)dx phan ki

%tweaqzmdundemtandtnq’
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GIAI TICH |
BAI 10

§3. TICH PHAN SUY RONG (TT)
2. Cac dau hiéu hoi tu

Hé qua. Néu c6 lim f(x)
X—>o00 g(x)

=ke(0; +x) = jf(x)dx, jg(x)dx cung hoi tu

hoac cung phan Ki.
(x)

Néu c6 |im f —Ovajg(x)dx hmtu:>jf(x)dx hoi tu

x—0 g (X)
f(x) . A s A s
Néu c6 |im = +oo VA Ig(x)dx phan ki = If(x)dx phan ki
x—>oog(X) A
Vi du 2. Xét sw héi tu, phan ki
1+ x3 tIn(1+ x2) T x10 dx
A j ° |
5 X / 2 (x4 + 33+ x2 +1)°
T xarctan x T odx K
d) [XarctanXx _ax
3 I+ x4 1-[)xln(lnx) J;x(lnx)S/z
< Ina
g) [M7842%) (T voi o< -1, PK Vi 0> 1)
J 2+ x
0 0
h) j Xx.22x-1gx (HT) i) j Xx.32x+1dx (HT)

—0Q

b) f(x) c6 dau tuy y. Néu jlf(x)l dx hdi ty = jf(x)dxh@i tu. Khi d6 ta bao jf(x)dx
a

héi tu tuyét dbi

Con néu jf(x)dx hoi tu ma jlf(x)ldx phan ki thi ta bao jf(x)dx ban hoi tu.

X +o0
Tiéu chuan Dirichlet. N&éu F(x) = j o(t)dt bi chan khi x — +co thi j ﬂa’{()dx
X
a

héitu Vv > 0 (a> 0).
Vi du 3. Xét héi tu, phan ki

TIn(1+ x) I ax Ix = 1) dx
a) [ X g b) c)

j X '!‘\/1+x.§/2+x1 J‘\/}+\/x3+1

T e T dx X + sin x
d ax e f) | =——= xkdx
)-!.x2 )-l.xklnx )-!.x—sinx
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sin2x
x4

ax, 4 >0

)IXS'”aX X, ab>0 h)jesinx

/
Il. T|ch phéan suy réng cua ham khéng bi chan
1) Binh nghia. f(x) bi chan va kha tich trén [a; b- 7], Vn e (0; b- a), fib- 0)
khong gi&i ndi (khi d6 b dwoc goi la diem bat thuwdng), khi dé
b b-n
f(x)dx = lim f(x)dx.
n—0ot A
Ta bao tich phan suy rdong hdi tu néu vé phai ton tai (hiru han) va phan ki trong
tredng hop con lai.
Twong tw néu f(x) kha tichtrén [a+ 77; b], Ve (0 ; b— a), va fla + 0) khdng bi chan
b b

(khi d6 ala didm bat thueng), khi d6 jf(x) dx = lim [ f(x)dx
n—0*
a+n

Tich phan suy réng héi tu < vé phai tén tai (htru han)
b c b
- Néu f(x) khéng bi chén tai x= ce (a; b), khi d6 ta co jf(x) dx = jf(x) dx + jf(x)dx.

Tich phan suy réng & vé trai hdi tu < ca hai tich phan suy réng & vé phai hoi tu
Vi du 1. Tinh hoac xét sy phan ki

1 1
ax i i r dx
a HT véia<1, PKvéio>1 b
)E[(1—x)a( ) ) )'0\/1—x2
1/e dx 16% 1
c) I 2 x !—3 e)bxlnxdx
x2dx 3x2 +2 1 In(2 + 3/x)
f h —d
)E[\/(X—S)(S—x) )j )j .
i ax 1+ x
|)£1_X2+2\/1_X2 k)j(mx) dx, ne N |)j| 1_X\/1 _ dx

2. Cac dau hiéu hoi tu

a)fix)>0

Dinh li. f(x) c6 b la diém bét thuwong, cé f(x) < g(x), V x € (a; b- &). Khi d6
b b

Néu jg(x)dx hoi tu = jf(x)dx hoi tu

b b
Néu If(x) dx phan ki = jg(x) dx phan Ki.

b b
He qua. tim T ke (0 400) > jf(x)dx va jg(x)dx cuing hdi tu hosc cling

X—b~ g(x)
phan ki.
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b
Néu k = 0, tir jg(x)dx hoi tu = J.f(x)dx hi tu

Néu k = +oo, t jg(x) dx phan ki = If(x) dx phan Ki.
b) f(x) co6 dau thay doi.

b
Néu jlf(x)ldx hoi tu = jf(x)dx hoi tu, khi d6 jf(x)dx hoi tu tuyét déi

b b b
Néu | f (x) dx hoitucon ||f(x)|dx phan ki thi ta néi | f(x) dx ban hdi tu.
P

Vi du 2. Xét sw hdi ty, phan ki cta tich phan sau

1 1
¥x adx x2dx Jxdx
a)_([ — o b).([—e%_1 C)J.S(1—X2 d)g—esinxq
1 w2 T
sin? x In (sin x) In 1+\/— dx
e dx f ———""dx
).([31_)(2 ) -([ Jx )J esinx — 1 -([sinkx
1 T
: In x ax 1—-cos x
i) dx k) )] ————dx
E[\H—xz !%/x(ex—e‘x) E[ X

oo b oo
Chu y. Khi fcé didm bét thwong 1a a thi jf(x)dx - If(x)dx+ J.f(x)dx; khi d6

tich phan suy réng & vé trai hoi tu < ca hai tich phan suy réng & vé phai cung héi tu
Vi du 3. Xét sw hdi ty, phan ki ctia cac tich phén sau:

Todx COS X — COS 2X
X (HT dx (HT
a)j%/ﬁ (HT) -([len1+2\/—) "
°°23|nx sin2x ToJx © Yx
£X3 o 1+3\/_)dx (HT)  d) £4 Toox O (HT) o) £9X_3X dx (HT)
T g g)msin(x—Z)dX (HT) h)]fsin(x dx (HT)
1 (Inx> 2 V(x-2)° P (x—1)*
TIn(x2 + ex ) In(x3 + e~)
HT k dx (HT
{ — (HT) )j o
Vi du 4. Tinh

b) I arctan (x — 1) dx ax

c , O<a<?
J(x - * )I(x—cosa)Jx2—1 i

xét. Lién hé glua hai loai tich phan suy réng ?

1 X
Nhén
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§4. ’'NG DUNG CUA TiCH PHAN XAC DBINH

l. S’ d6 téng tich phan, vi phan

1) So d6 tong tich phan. Gia s can tinh A(x), x € [a ; b], ngodi ra A(x) thod man

tinh chat cong, khi dé ta tinh A theo so' db sau:

+) Chia [a; b] thanh n phan b&i cac diém chia o= a< X <Xo<..<X,=b

n

+) Phan tich Athanhténg A = > A;, & d6 A, la dai lugng A trén Ax;
i=1

+) Tim ham s6 f(x) sao cho A;= f(&)(x;— Xxi1), &€ [Xi-1; ]

n
+) Tinh gan dung dai lwong A: A = > (&) Ax;
i=1

b

+) St dung dinh nghta tich phan, c6 A = j f (x) dx
a

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong

2) Sor d6 vi phan. Can tinh A(x), x € [a ; b], ngodi ra A(x) thod mén tinh chét cong,
khi d6 ta tinh A theo so’ dd vi phan:

+) LAy x e [a; b], |4y x + dx

+) Tinh A(x), A(x + dx)

+) Tim phan chinh bac nhat dA cia AA

+) L4y tich phan ctia dA tr a dén b

Vi du 2. Cho dién tich e; dat & gbc O, tinh cdng cuta lwc day F san ra do dién tich e,
di chuyén tir diém M, c6 hoanh dé r; dén diém M, c6 hoanh dd r, trén truc hoanh Ox
+) Goi A(x) la céng lwc day F sinh ra do e, di chuyén tr M; dén M(x)

+) Vi dxkha bé nén coi Fkhdng dbi trén [x ; x + dx] va bang S22
X
+) dA = %2 gy
X
" 2 1 1
+)A=jdA=j%dx=e1e2(———) ]
X A o
A A
Vi du 3. Tinh &p lwc 1én mdt mét dia phéng chim trong nwéc b
trong hinh
b

F = I whxdh, & dé wla trong lwong riéng cua nwéc = étém/(ft)3 R
a

Vi du 4. Cong cla lwc c6 do lon fix) > 0 thc dong vao vat chuyén dong thang tiv

x=adén x=b.

DAVE A GOOD UNDERSTANDING!
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GIAI TICH |
BAI 11

§4. ’'NG DUNG TiCH PHAN XAC PINH (TT)
Il. ng dung hinh hoc
1. Tinh dién tich hinh phiang
a) BPwong cong cho trong toa dé Descarter
+)y="HhH(X),y=FhX),x=ax=>b

b
S = [1H00 - ()] ax
+) x=gi(y), X=(y), y=c y=d
d
S = [lg1(y) - g2 (y)|ay

Vi du 1. Tinh dién tich gi¢i han béi cac dwong:

\ N X3
a) y = x(x - 1)(x - 2) va truc Ox b)y=x2vay:?
2
¢) x= y(y— 1) v tryc Oy d)y=,y="7y=2
X2 1 X2
eX2 S8, 2 — f =), = —
)X+ <8 Y2 ) Y= Y=

b) Bwéng cong cho dwéi dang tham sé

B B
X = x(t), a< t< 8, khong kin. Khi d6 S = _“y(t)x’(t)\dt
y =y(t) a

R {x = x(t)

, 0 < t< T, kin, gi¢i han mién nam bén trai. Khi do
y =y
T T T
S = —jy(t))((t)dt - Ix(t)y’(t)dtz %j[x(t)y’(t) ~ X () y(D)]dt
0 0 0
Vi du 2. Tinh dién tich gi&i han bé&i dwdng cong:
a)x=acost,y=>bsint, 0 <t<2n
b) Cycloide: x = a(t—sinf), y=a(1 —cost), 0 <t<2m, y>0
c) Astroide: x = a cos®t, y = b sin’t
d) Cardioide: x = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin2i)
e)x=3F y=3t-f
x=Ff-1,y=0£-t
3at _ 3at?

La Descarter: x = ——, y =
9 1+ T1e
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c) bwéong cong trong toa dé cuc: r=nH¢), o=, ¢p=f

B
Khi d6 c6 S = %jr?((p)dgo

a

Vi du 3. Tinh dién tich gi&i han b&i dwdng cong:

a)r=R b) r= acos2¢ (hoa héng 4 canh)
c) r= asin3¢ (hoa hdng 3 canh) d) r=a(1 + cos¢) (cardioide)
e) P = & sindg

f) r= acoseg, r= a(cose + sing), mién chira diém (g ; Oj

g) r=2acos3¢, r>a

2. Tinh thé tich
a) Thé tich vat thé co tiét dién thang goc véi Ox véi dién tich S(x) 1a ham lién tuc,

a<x<blaV = .TS(x)dx
Twong tw néu V; thé c6 tiét dién thdng goc véi Oy véi dién tich S(y), c< y < dthita
coV = TS(y) dy
b) Vat trfé tron xoay dwoc tao ra khi quay hinh y = f(x), y = 0, x = a, x = b quanh truc
Oxcéthétichla V = 7[-/’2 y2 (x) dx
Twong tw khi quay h‘mz x=x(y), x=0, y=c, y=daquanh truc Oy co thé tich la
V= 7:]Z x2(y)dy
— Khi qcuay y=1(x), y=0, x = a, x= b quanh truc Oy tao nén vat thé tron xoay c6 thé
tichla V = 27:]2 xy (x) dx
c) Khi quay r=a n¢), 0 < a< p< B< 1w quanh truc cwc tao nén vat thé tron xoay co
thé tich1a V = %fr\? (@) sin pdg

p

Vi du 4. Tinh thé tich vat thé

X2 2 2

a)X2+y2+ZZSR2 b)?'i'%'i‘?S.‘

c) Quay y = sinx, y =0, 0 < x < m quanh truc Ox d) Z:T+7’Z=1
2 2

e)%+%—22:1,z=—1,z=2 )+ =, f+2F=4&

Q) z=X+2/, X +2/ +F =6
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h) Quay mét nhip ctia dwong xicloide: x = a(t — sint), y = a(1 — cost) quanh truc Oy;

Oxvay=2a.
i) Khi quay hinh y = Jx arccot x, y=0, x=0, x=1 quanh truc Ox
2 s
(—-—+
4 16
k) Khi quay hinh y = Jx arctan x, y=0, x=0, x=1 quanh truc Ox
3 72
STy

3. Tinh do dai cung

7In2
2

)

b
a) AB: y=y(x),a<x<b, y(x) lién tuc trén [a; b], khi d6 c6 s = j 1+ y2 (x)dx
a

i
b) AB: x=x(1), y = y(B), @< t< f3, khi d6 c6 s = Nx’? (1) + y2 (t)dt
(04

s
¢) AB: r=rg), a< o< B, khid6 co s = er (¢) +r2(p)de
o

Vi du 5. Tinh d6 dai dwdng cong

a) X+ y=F~ b) y* = X} tir (0 ; 0) dén diém c6 hoanh do6 x = 4.
X
c) r=a(1 + cosg) d) y :g(eX/a+e—X/a) e)y= I \Jcos tat
/2

f) Tim chu vi ctua tam giac cong gi¢i han b&i Ox, y = In cosxva y = In sinx
g)x=t+cost,y=sint,0<t<n (8- 4x/§)

h) y = arcsin €, 0 < x<In2 (In(2 +3))
1
X =—16
) 3 ,0<t<¥s (%)
y:4_1t4 3
2
= 2t — cos 2t
k{x | ,0<t<z  (8)
y =sin2t
= sin2
plX=snet h i< (@)
y =2t + cos 2t

4. Tinh dién tich mat tron xoay
a) y = f(x), a< x < bquay quanh truc Ox, f(x) lién tuc:

b
o= 27:_[y 1+ y2dx
a

+) Twong tw, x = x(y), ¢ < y < dquay quanh truc Oy, x(y) lién tuc:
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d
o= 27:_[ xN1+ x2dy
(o]

= x(t
b) x = x{ ), a < t< fquay quanh truc Ox
y =y(t)

B
o= ZﬂIy(t)\/x’z(t) +y2 (1) dt

Twong tw, néu quay quanh truc Oy

B
o= 275J'x(t)\/x’2 (1) + y2(t) dt

c) r=rg), a< ¢< B quay quanh truc cwc

B
o = 27:_[r(¢)sin qp\/r2 (@) +r2(p)de

Vi du 6. Tinh dién tich tron xoay

a) y = tanx, 0 < x < m/4 quay quanh truc Ox

b) *+y+Z=FR

c) r= 2R sing quay quanh truc cwc

d) r=a(1 + cos¢) quay quanh truc cwc

e) x = a(t-sint), y = a(1 — cost), 0 < t< 2n quay quanh truc Ox ; Oy
X X

f) y = g(ea + e_a), 0 < x< aquay quanh truc Ox

h) x2/3 4+ y2/3 = 32/3 quay quanh Oy; quay quanh y = x
i) Tinh dién tich mat tron xoay tao bdi dwong tron (x + 3)° + ¥ = 1 quay quanh truc Oy
(12n°)

JOoave a good understanding!
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GIAI TICH I
BAI 12
CHUONG lIl. HAM SO NHIEU BIEN
§1. CAC KHAI NIEM CO BAN

e Pat van dé

I. Cac khai niém co ban

binh nghia

R = {(X1, X2, ..., Xn)}, Xi€ R}, X = (X1, Xa, ..., X,) goi | diém hay vecto'.
Phép toan: x+ y = (X; + V1, Xo + Vo, ..., Xn + Vn)

ox = (axq, OXo, ..., aX,), de R

n

Khoang cach: p(x, y) = \/Z(x/ —yi ).
i=1
Dinh nghia
My e R, lan can cia My la S{M) = {Me R": p(M, M) <r,0<reR}.
binh nghia
Ac R", Me R" ladiémtrongclia A< IS (M) c A
M4 diémbiéncla A< SN A=D, S,nCA=D, ¥V S(M)
Dinh nghia
Ac R" |a mé& < Achka moi diém trong cia né (Khi dé ki hiéu 1a A°)
A ddng < A chiva cac diém bién ctia n6 (Khi d6 ki hiéu [a A)
Ala bi chan (gidi ndi) < 3 S(M) > A
A la compact & A dong va gi¢i ndi
Alalién théng < V x, y € A cd thé ndi véi nhau bang mét dwong cong lién tuc c A
Ac R" |a mién < Amé va lién thong
Ac R" l1a mién dong < A la lién théng va dong
Mién D 1a don lién < D gi¢i han b&i mét mat kin
Mién D |a da lién < D gi&i han b&i nhiéu mat kin r&i nhau tieng doi
Il. Ham nhiéu bién
1. Pinh nghia. Anh xa f: D c R2 — R: dwoc goi 1a ham hai bién sé
Anhxa f Dc R3 — R:dwoc goi 1a ham ba bién sb
Khi d6 D dwoc goi 1a TXD cha ham sb, tap gia tri = {{M), M e D}
Vidu 1

a) z=1-x2-y? e)z:\/(x2+y2—az)(4az—x2—y2)

b)Z:—/ —X_2_y_2 f)Zz\/COS(X2+y2)
4 9 g) u = arcsin x + arcsin y + arcsin z
c) u=xIn(1-x2 - y2 - 22)

d) 22 =1-x2 - y?
Y nghia hinh hoc: Van dung vao ban @ trac dia, nhd st dung dwérng mure: f(x, y) = ¢
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Zp YA

A

S

><"

[ EEEEST

Bén db dia hinh qué doi Do thi ham s z = xy
Viéc vé dd thi cia ham hai bién sb c6 sw khac biét dét pha so véi ham mét bién sé
(da dwoc nghién ciu ti mi trong chwong ). Khi n= 2 ¢6 thé vé do thi két hop voi st
dung dwong mirc hoac st dung cac phan mem da cé dé nhan dwoc do thi mét cach
trec tiép. Khi n > 3, chi c6 thé mo ta do thi ham s6 nay thong qua cac mét murc trong
khéng gian 3 chiéu.
2. Gi®i han cta ham nhiéu bién

Vidu 2
a) lim | lim =X b) lim | lim —2Y ¢) lim —2
y—0 x—0 X2 + y2 x—0\ y—0 X2 + y2 y=k(>)(X2+y2
X—>
Pinh nghia.
Tabao Mu(x,; yn) = Mo(X ; Yo) © |Iim x, = xo va lim y, = yo
n—o0 n—oo

Dinh nghia. Cho f(x, y) xac dinh trén D, (xg ; yo) € D.
Ta bao lim f(x,y)=1Y M(Xp; ¥n) = Mo(Xo; Yo) = lim f(xp,yn) =1

(X,y)—)(XO,yO) NnN—ooo

hoac:V e>0bétuyy,3Xe) >0:dMy; M) < o= |{IM) - | <& &d6 Mx; y) e D.
Vidu 3

a) lim X d  lim /X2t y2cos——

(x37)=(0;0) X% + y* (x5 ¥)-(050) Xy
' Xy , x2y2
b lim N A e lim $2 1 y2 0
)(X;y)%(o;o)\/XZerz )(X;y)é(o;o)( v?) (©0)
2 _ 2
c) XY

(x: yl)lin(o 10) X2 + y2

Cac phép toan

Twong tw nhw ham mot bién sbé

3. Ham lién tuc

Dinh nghia. Ham f(M) xac dinh trén D, My € D, ta bao ham (M) lién tuc tai M,

o lim (M) = (M)
D>M— My

Ham f(M) dwoc goi la lién tuc trén D < f(M) lién tuc tai moi diém cha D.
Vi du 4. Xét tinh lién tuc tai diém (0 ; 0)
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1 2xy

S , X2 +y2 =20
a)z=1e""%,  (x;y)#(0;0) b) 2=+ )2 g
0, (x;y)=(0;0) 0, X2 +y2=0
— (Xx; #(0;0 ——, (x; #(0;0
bl (i) #(050) 0 oo e (Xi)#(050)
0, (x;y)=(0;0) 0, (x;y)=(050)
X2 (x - y2)
; ;y)#=(050 A i
e) z= x4+ y4 (5 y) =1 ) (khdng lién tuc, Va)
a, (x;y)=(0:0)
Xy — y?
COS ———, X #(0;0
nzo19%e,z (v #(050) (khéng lién tuc, Va)
a, (x;y)=(0;0)
x2 arcsin? y — y2 arcsin? x (x:y)#(0:0)
g)Z: X4+y4 b ) b
a, (x;y)=1(0;0)

(a= 0, lién tuc; a# 0, khdng lién tuc)
2 arctan? x — x?2 arctan?
h) z = ” x4+ y4 5 (x:)#(050)

a, (x;y)=(0;0)

(a=0, liéntuc; a= 0, khdng lién tuc)
i) Tim a dé (0 ; 0) Ia diém lién tuc ctia ham sb

2x2y — xy?

, X2 +y2#0
1°) z=19 x2 4+ y2 4 (0)
a, X2 +y2=0
X2y — 2xy? o . o
S T X2+ y2 20
2°) z=1 x24y2 Y (0)
a, X2 +y?=0

Dinh nghia. Ham f(x) lién tuc déu trén D < V >0 bé tuy y, 3 &) > O:
Y M, M e D:dM’; M) < 5= |iM) — iM")] < &.

Vi du. Xét tinh lién tuc déu cha ham f= x+ y + 2

Chu y. flién tuc déu = flién tuc.
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§2. DPAO HAM RIENG VA VI PHAN

1. Dao ham riéng

Dinh nghia.

u=fix, y) xéc dinh trén D c R2, ta dinh nghia c&c dao ham riéng

! d . f(xo + AX, - f( xp,

fX(XO;YO)Ea—f(XO;yO): lim ( 0 yo) ( 0 yO)
X Ax—0 AX

if(XanO): lim f(X0=y0+AY)_f(XO,YO)

f, (X0 ; Yo) =
chay.

, a , d
1°/ fx(XOsYO):af(X,YO) ;fy(Xo,YO)=d—yf(Xo,Y)

X=Xo Y=Y0

2°/ Twong tw ¢co6 cac dinh nghia £y ( xo, o, 20) = % f(x ¥o,20)

X=X0

, d
fy (X0, ¥0,20) = d—yf(Xo,y,Zo)

, o}
; fZ(XO!yOJZO) = d_f(XO,yO,Z)
Y=o ‘ =2

Vidu 1.
a) u=x¥*,tinh u’(1;2;3), u)y(1;2;3),u(1;2;3)

b) u=——2— tinh u(3;4;5), U)3;4;5), u3;4;5)
X2 + y?

c) z = arctan/ x¥ , tinh u’, U},

d) z = (1+log, x)°, tinh 2}, Z,

xtany
——, (xy)=#(0,0
e) f(xy)={x2+y2 (% y) = ),tl'nh (0, 0), (0, 0)
0: (X’ y)=(0,0)
(fx(0;0)=0, f,(0;0)=0)
xsiny
, X, #(0,0
f) f(x, y) =4 x2+y>? (X y)#( ), tinh 7(0, 0), £,(0, 0)
0, (x,y)=(0,0)
(fx(0;0)=0, f,(0;0)=0)
y2 X . 5 0Z 0z o
g) z==—+arctan—,tinhA=xc—-xy—+y (0)
3x y ox oy
2 2
h) z=""4tarctan? , tinh A= y~2%—xy%+x~2 ( 2Xy
3y X y ox X2 + y2

JOoave a good understanding!
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GIAI TiCH |
BAI 13
§2. DPAO HAM RIENG VA VI PHAN (TT)
2. Vi phan toan phan
Dinh nghia. f(x, y) xac dinh trén D c R? My(X, ; yo) € D. Néu 3 A, B khéng phu
thudc vao Ax, Ay dé c6 Af= AAx + BAy + aAx + BAy, #d0 Iim a =0, lim B =0

Ax—0 Ax—0
Ay—0 Ay—0

thi ta bado ham f kha vi tai My va c6 dfiMy) = AAx + BAy la vi phan toan phan cua
ham ftai M,.

Ham fdwoc goi la kha vi trong mién D < fkha vitai v Me D.

Chuy. f(x, y) kha vi tai Mo(Xo ; Yo) = f(x, y) lién tuc tai My(xq ; o).

Vi du 1. Xét tinh kha vi cGa cac ham sb sau tai (0 ; 0)

a)u=x+2y
b) u=2x+ 3y
Xy , X2+y2#0
c) f(x,y)=1x5+y2 (fkhong lién tuc tai (0 ; 0) = khong kha vi)
0, xX2+y2=0
X2 + y2)sin ,(x, y)=(0,0
9 i y) < | DE YIS (% 9) #(0.0)
0, (x,y)=(0,0)
xtany
—, (x,y)#(0,0
&) f(x y) = |32 )2 (x, y)=(0,0)
0, (x, y)=(0,0)
(fkhoéng lién tuc tai (0 ; 0) = khéng kha vi)
xsiny
——, (xy)#(0,0
) f(x, y)=1x2+y? (x y)#(0.0) (khéng kha vi)
0, (x,y)=(0,0)

Binh li 1. f(x, y) c6 cac dao ham riéng cép 1 lién tuc trong 1an can My(xo ; Vo)
= f(x, y) khd vi tai My(xo ; yo) vacod dz=1f,Ax+ f, Ay
Vi du 2. Tinh vi phan toan phan

1 z
a) z=—In(x2 + y2) b) u = —=——, du(3, 4,5)
c) z = arctan xy d) u=x¥*

Chu y. Dwa vao vi phan dé tinh gan dung:

f(xo + AX, Yo + AY) = (X0, Yo) + F(Xo, Yo)AX + (X0, Yo)AY
Vi du 3. Tinh gan dung

a) (1,02)%(0,97)? b) \/(4, 05)? + (2,93)° c) (1,04)%%
d) In (%/1,03 + 40,98 — 1) e) sin32° cos59°
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X+ 3y

y —3x

f) Tinh gan ding sw bién thién ctia ham sé z = khi x bién thién tor x; = 2 dén

Xo = 2,5¢on ytwr y; = 4 dén y, = 3,5. , ]
g) Hinh chi¥ nhéat c6 hai canh a = 10cm va b = 24cm. Buong chéo /thay doi nhw thé
nao neu canh adai thém 4mm con canh b ngan di 1mm? Tinh gia tri gan ddng va so
sanh voi gia tri ding cta no. .

h) Chiéu cao cua mot hinh nén h = 30cm, ban kinh day R = 10cm. The tich cua no
thay doi nhw thé nao néu tang h thém 3mm va gidam R di 1mm?

i) In(0,02+31,03)  (0,03) k) %/(1,97)2 + 4006 (2,01)
) A=3(1,04)° +(203)7 +3 (2,02)
m) A = ‘\‘/(3, 04)? +(2,02)% - 1 (2,015)

3. Vi phan ham hop, tinh bat bién, cac dang vi phan
ChohamfBc R?2 5> R, ¢ Dc R? - B
f
(Xs y)L}(U(X, y)s V(X! y))—)f(U(X, y)! V(Xs y))
Dinh li 2. fc6 cac dao ham riéng lién tuc trén B, con u, v c6 cac dao ham riéng lién
tuc trén D thi f-¢p cd cac dao ham riéng va

0 of du oJf ov 0 of ou oJf oJv
(fog)=2L U I V. 0 (1, O U O v

ax T ouTax  ov ax |y ¢ Cdu'dy v oy
Chuy.
1°/ z=f(x, ¥), y = y(x) thi c6 gz _ ot +£y’(x)
dx ox a9y
2°/ z=f(x, y), x = x(1), y = y(1) thi cd 9z _ ﬂx’(l‘) +ﬁy’(t)
dat  ox ay

Vi du 4. Tinh

az X ; 0z 0z X :
a)—, z=—,x=¢€', y=Int d) —, —, z=arctan—, x=usiny, y = ucosv

dt y ou ov y
b) %, z=u, u=sinx v =cosx e)u= ez y = asinx, z=cosx,

ax a® +1
c) Z(x) véliz,z=arctanz,y=x2 tinh ﬂ_

ax X
Tinh bat bién cua vi phan cap 1:
z=Zu, V), u=ulxy),v=vx Yy = dz = ﬂdu+ﬁdv
ou ov

Phép toan: u, vla cac ham kha vi, khi dé ta co
d(utv)=du+dv, dluv) = udv + vau, d(%) = M v#0

4. Pao ham cua ham an
Khai niém vé ham an: Hé thirc F(x, y) = 0 xac dinh mét hay nhiéu ham an y theo x.
Twong tw, hé thirc F(x, y, 2) = 0 xac dinh mot hay nhiéu ham an z theo cac bién sé x
va y.
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F(x,y,zuv)=0

Hé hai phuwong trinh { xac dinh mét hay nhiéu cdp ham sé an u, v

G(x,y,zuv)=0
cla ba bién sb x, y, z.
Dinh li 3. F(x, yo) = 0, F(Xx, y) c6 cac dao ham riépg lién tuc trong lan can My(xo, yo) va
F’(Mo) # 0 thi hé thiee F(x, y) = 0 xac dinh ham an y = f(x) trong lan can nao dé cua
diém xo, thoa man y(xo) = y, va kha vi lién tuc trong 1an can nay, va co
, Fx(Mo)
y(x)=-—=+—7+
Fy(MO)
Dinh li 4. F(xy, Yo, 2) = 0, F(X, y, z) c6 cac dao ham riéng lién tuc trong lan can
Mo(Xo, Yo, Zo) VA F'{ M) # 0, khi d6 hé thirc F(x, y, z) = 0 x&c dinh ham an z = f(x, y)
trong lan can nao dé cua (xo, yo) thoa man z(xo, yo) = 2 lién tuc va c6é cac dao ham
riéng lién tuc trong lan can nay, va cé
Fx F,
Mo), Z,(xo : = - (M,
,__Z,( 0), Zy(X0 ; Yo) ,__z,( 0)
‘Dlnh li 5. F(Xo, Yo, 2, U, Vo) = 0, G(Xo, Yo, 2o, U, Vo) = O, cac ham F(X, Y, Z, U, V),
G(x, y, z, u, v) c6 cac dao ham riéng lién tuc trong lan can My(Xo, Yo, 2o, Uo, Vo) Va dinh thirc
D(F,G) _|F F
D(u,v) |G, G,

F(x,y,zuv)=0

Zx(Xo 5 Yo) = —

D

#0,

khi d6 hé thirc xac dinh hai ham an u = f(x, y, 2, v=g(x, y, 2
G(x,y,zuv)=0

trong lan can nao d6 cta (xo, Yo, 2), thoa man u(xo, Vo, 20) = Us, (X0, Yo, 20) = Vo, CAC

ham u, vlién tuc va cé cac dao ham riéng lién tuc trong lan can nay va co

Gitxo : vo s ) =~ 2 Gl e v s ) = —%%(Mw.

Twong tw co uy(Xo ; Yo 5 20), Vy(Xo ; Yo 3 20), Uz(X0 ; Yo 3 20), Vz(Xo ; Yo ; Z0)
Vi du 5.

a) 22 - 3xyz=a°, tinh dz

b) 1 +xy —In(e” + ™) =0, tinh dy.

C) X_ Inl+10,tinh dz
z z

xX+y+z=0 ,
d , tinh dy, dz.

X2+ y?+2%2 =1
e) X = ucosvV, y = usinv, z= (7, tinh vi phan toan phan dz.
f) X = v COSU — U COSV + Sinu, y = vsinu — usinv — cosu, z= (u— v)? tinh dz,
g) Phuwong trinh x.€% = y + z+ 1 xac dinh ham &n z(x, y). Tinh dz(0 ; 0)

(dx—dy)
h) Ham an z = z(x, y) xac dinh b&i phwong trinh z— ye“?= 0. Tinh dz(0 ; 1)

(dx + dy)
i) Ham &n z = Zz(x, y) xac dinh b&i phuong trinh x¢”? - z = 0. Tinh dz(1 ; 0)

(dx—dy)
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k) Phwong trinh x + 2y + z= ye* xac dinh ham an z = z(x, y). Tinh dz(0 ; 1)
(—2dx — dy)
) Phwong trinh xe’” = 2x — y — zxac dinh ham &n z = z(x, y). Tinh dz(1 ; 0)
(dx — 2dy)

m) Phwong trinh y(z—\/x2 - z) = —2 xac dinh ham an z = Z(x, y). Ch&rng minh
rang lzﬁ( +y2Z, =2

X
n) Phwong trinh x(z —\Jy? - z) = 3 xé&c dinh ham &n z = z(x, y). Chirng minh rang

/ 1 /
X2Zy —— 2z, = -3

y2
0) x3-2y3 +328 =(x+ y)z. Tinh dz(1; -1) (—gdx+gdy)
p) 3x3 +2y3 + 28 = (x+ y) z. Tinh dz(-1; 1) (—%dx—gdy)

JOoave a good understanding!
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GIAI TICH |
BAI 14
§ 2. DAO HAM RIENG VA VI PHAN (TT)

5. Pao ham riéng va vi phan céap cao:
Dinh nghia: Cho z = f(x, y), ta dinh nghia:

" 02f 9 (of " 0°f 9 ( of
sz(Xsy)= = ( ja fyZ(X,Y)E__ ( j

~ax2 ox|ox ay2 oy lay
" 02f o ( of y 02f o ( of
fy(y)=———=—| = |; fulxy)=—=—|
(X)) oyox  dy (axj (X Y) oxdy ax[ay]

Twong tw néu z = g(x, y, z) thi:

Bg 3 (a2g) . ¥g  3(3 (3
gX‘?’(X’ Y Z) = _g = [_g], gXYZ(X1 Y, Z) = g = [_L_QJJ

T3 x| ax? T 0z0yox 9z \ dy \ ax
23g d( d(ag
X, y,2) = =—|—|=1],..
Iy (%, 2) 0XIXy ax[ax(ayD
Vidu 1.

a) z= In(x+ VX2 + y2). Tinh Zy, Zxy, Zyy
X+y

1—xy

c) z=e*¥. Tinh Z, Zzy, Zy
03z

0x0y?

e) w = e¥2. Tinh wyy,.

f) g(x,y) = (1+x)"(1+ y)". Tinh gxx(0,0), gxy(0,0), gyy(0,0).

b) z = arctan Tinh zyy, zy,, 2y

d) z = sin(xy). Tinh

X Xt -y X2 +y2 £0
9) f(xy)=1" X2+ y2 4 CMR £x(0,0) =1, f;,(0,0) = —1
0 x=0=y
2xy 5 5
XY xeiy220 ,,
h) f(x,y) = | X2 + 2 Y Tinh £,(0,0)  (Z)
0 x=0=y
2xy 5 >
X¢ + =0 .
), F(xy) =132 + y2 4 Tinh £(0,0)  (7)
0 x=0=y
k), Cho z = ysinx, tinh X2z + 2xyzy, + y22), (0)
X
), Cho z = xcos 2, tinh x2Zy + 2xyZyy + y2Z), (0)
y
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xsind y 5 . 2
, Xc+y-=#0 | , ,
m) Cho f(x, y) = { x2 + y2 ,tinh fx(x, ¥), fxy(0, 0)
0, X2 +y2=0
2 — x2)sin3
, WE=2)sfy  ( y)e(00)
(fe (% y) = (x2 + y2) , Ty (0,0) =1)
0, x=y=0
in3
ySIn X’ X2 + y2 ¢ 0 s 4 4
n) Cho f(x, y) = { x2 + y? , tinh f(x, y), fx(0, 0)
0, X2 +y2 =0
x2 — y2)sind
| LEZP)SIY (xy)(0.0)
(fy (% ¥) =19 (x2+y2) , fx(0,0) =1)
0, x=y=0
y
0) Cho z = yex.Tinh A = x2Z« + 2xyzy, + y2Z,, (0)
X
p) Cho z = yey. Tinh A = x2Z« + 2xyzy, + y2Z}, (0)

Dinh li Schwart. z = f(x, y) c6 cac dao ham riéng fy,, f,x trong lan can My(xo, ¥o)
va cac dao ham riéng nay lién tuc tai My(xo, yo) = fry(Mo) = fx(Mp).
Chu y: Binh Ii nay c6 thé mé rong cho dao ham riéng cap cao hon va cho ham s6 n
bién s6 néu cac dao ham riéng ay lién tuc.
Vi du 2: Tinh cac dao ham riéng cép hai: fyy, fiy
a. f(x,y) = x2y3 + y5; b, f(x,y)=eX +sin(x2 + y?)
Dinh nghia. z = f(x, y), ta dinh nghia d"z = d(d"-1z), 2<ne N.
Nhan xét:

n
+ Khi x, y 1a céc bién sb doc lap ta co: d"z = (ai ax + aidyj f.
X y

+ Khi x, y khéng phai 1a cac bién s doc Iap thi cong thire trén khéng con dung véi n > 2.

2
That vay: d2z = 9 dx + 9 dy | f+f20%x+ f2d%y
0X dy y

Do d6 vi phén toan phan d"z (n > 2)cuda ham z nhiéu bién s6 khong c6 dang bat bién.

Vidu 3
a) f(x,y) = (1+ x)™(1+ y)". Tinh d2f0,0)
b) f(x,y,2) = x2 + 2y? + 322 — 2xy + 5xz + 7yz. Tinh d?f(0,0,0).
Cc) z=x2+2y+ y?2 —-4Inx-10Iny. Tinh d2(1,2)
d) z = e¥.Tinh d?z
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e) z=eXcos y. Tinh d®%z.

f) f(x, y) = x2¥. Tinh d2f(1,1) (2dx2 + 4dxdy)

9) ( f(x,y) = y3%. Tinh d2f(1,1)  (6dxdy + 6dy?)

6. Cong thirc Taylor

Binh li: f(x,y) c6 dao ham riéng dén cap (n + 1), lién tuc trong lan can nao dé cia
Mo(xo, Yo)- Neu My(xo + Ax, yo + Ay) cling nam trong Ian can doé thi ta co:

(X0 + A% Yo + Ay) = (30, Yo) = 0(x0, Yo) + - 0 (X0,Yo) + ..+ - 0"(0, o) +
1
(n+1)!
Vidu4
a, Khai trién f(x,y) = —x2 + 3y2 + 2xy — 6x — 2y — 4 thanh chudi Taylor & lan can

diém (-2, 1).

b, Khai trién Maclaurin f(x, y) = eXsiny dén bac 3.
1

1-x-y+Xxy

d"f(xy + 6AX, yo + 6AY), 0 < 6 <1

¢, Khaitrién Maclaurin f(x, y) =

d, Viét cong thirc Taylor ham f(x, y) = y* & 1an can diém (1, 1) dén bac hai.

e, Cho ham &n z xac dinh b&i z3 — 2xz+ y = 0, biét z(1, 1) = 1. Hay tinh mot sb sb
hang cta khai trién ham z theo lu§ thira ctia (x — 1) va (y — 1).

§3. Cwec tri
Dat van de
I. Binh nghia:z = f(M), Me R".
Ta bdo z dat cuc tiéu tai My = M) > M), Y Me U{Mo)\{Mo}.
Twong tw z c6 cuc daitai My < f(M) < (M), ¥V Me U{M)NM;}.
Vidul. a)z=x2+y2 b) z=4-x2 - 2
Il. Quy tac tim cwec trij
a,z=fixy),dat p="fyx, q=1f,a="fg, b="fy, c= f;z
Dinh li 1. z= f(x,y) dat cwc tri tai My, 3y, f, = f(My) = f,(Mp) = 0.
f«(Mo) = 0 = f,(Mo)
Af(Mo), Afy(Mo)
Dinh li 2: Giad s z = f(x,y) c6 cac dao ham riéng cép hai lién tuc trong lan can nao
d6 ctia Mo(x0, ¥0), fx(Mo) = 0 = £,(Mp). Khi do:

Dinh nghia: ta goi M, 1a diém t&i han <

+ Néu b2 — ac < 0 thi f(x, y) dat cwe tri tai M; cuc tiéu néu a >0, cwc dai néu a <0.

+ Néu b2 — ac > 0 thi f(x, y) khdng dat cuec tri tai M.
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+ Néu b2 — ac = 0 thi khong cé két luan gi vé cwc tri tai M.

Vi du 2: Tim céc cuwec tri cla cac ham sé sau:

a) z = x2 — 2x + arctan y?2 (zer(150)=-1)
b) z = arccot x2 — y2 + 2y (209(0;1)=g+1)
c) z=3x2y — x3 — y4 (zcp(6 ; 3) =27, A cwec tritai (0 ; 0)

d) z=3xy2 — y8 — x4 (zcp(3 ;6) =27, A cwec tritai (0 ; 0)
e) z=(x2+2x - y)e?y (zCT(—1 ; —1j =-9
2 2
hz=x+y-— (20011 -1) = 3)
Xy
9) z=x3 - y3 - 3xy (zeo(-1;1) =1, A cwctritai (0;0)
h) z= x4 + y4 —2x2 + 4xy — 2)2 i)z:%(x4+y4)—(x2+y2)—xy+1
k) z = (x2 + y2)e=(®+y?) ) z=1-(x2+ y2)2/3
m) z = xyIn(x2 + y?) nNz=x2+xy+y2-4Inx-10Iny

P) X2+ y2+22-2x+4y—-6z-11=0
q) z=e*(2x-3y +y%) (2e(0;-1)=2, & cuctritai (2;1)

{z’x=0 {e—x(—2x+3y—y3+2)=0 X—M {M1(0;—1)
+) & =

, & o
Zy=0  |ex(-3+3y2)=0 y = 1 My (2 ;1)
+) Zix = €% (2x -3y + y3 - 4), Z, = e*(3-3y2), Z,, = e ¥6y
M; A B C A Két luan
M, —2 0 —6 —12 Zco(My) = 2
M, | —2¢2 0 6e? | 12¢™* | Khéng cé cuec tri

Nz=eY(3x-x3-2y) (Zeo(-1;0)=-2, A cuctritai(1;2)
s)z=xy(83-x-y) (zeo(1;1) =1, Z cuctritai (0;0), (0;3),(3;0)

) z=xy(x+y+3) (zco(-1;-1) =1, A cuctritai (0;0), (0;-3), (-3;0)
u)z:x2+g+y+i (zmin(1;2) =7, (1;-2) khong la cuc tri)

X y

1, 2 s .
V) Z=X+——-y2——=  (Znax (-1;1) =5, (1; 1) khong la cyec tri)

X y

JOoave a good understanding!
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GIAI TICH |
BAI 15

§3. CU’'C TRI CUA HAM NHIEU BIEN SO (TT)
lll. Cwc tri co diéu kién
bat van de
e Ta thwong géap bai toan tim cwc tri cta biéu thirc voi diéu kién rang budc nao d6
doi v&i cac bién
e Tuy nhién viéc thay céc diéu kién rang budc vao ham ban dau dé dwa vé bai toan
da biet khong phai luén thuan lgi. Ta can khac phuc nhw thé nao?
* Phwong phap nhan t&r Lagrange da khac phuc dwoc kho khan trén, day la cong cu
quan trong trong kinh té, hinh hoc vi phan va ly thuyét co hoc nang cao.
1. Cwc tri cia ham sé z = f(x, y) v&i diéu kién g(x, y) =0
Tim gid tri cwe tri ctia ham sb z = f(x, y) v&i rang budc g(x, y) = 0.
bat L(x, y, 4) = f(x, y) - A9(x, y)
. dL oL oL

Tac6 —=0, —=0, — =0, & d6 bién 1 dwoc goi 1a bién Lagrange.
ox ay oA

Nhw vay ]oéi todn tim cuc tri z = fix, y) v&i diéu kién rang budc g(x,y)=0 dwoc
chuyén vé bai toan cwc tri cia ham L(x, y, A). Pay la phwong phdp nhan to
Lagrange.

Phuwong phap nhan tir Lagrange rat quan trong trong Iy thuyét, ngoai ra trong thuc
hanh cé wu diém sau:

* Khong phai ban khoan vé tinh doi x(rng trong bai todn vi c¢é thé Iwa chon mét bién
doc lap bat ki.

e VViéc dwa thém vao A nhw mét bién khac sé khr di mot rang budc

e D& dang mé& rdng cho trwérng hop nhiéu bién hon va nhiéu rang budc hon

Vi du 1. Tim cuwec tri c6 diéu kién

w22 X Y _
a)z—x+y,2+3 1

b) z=x+2y,x2+y2=5

C) z=xy,x+y=1

d) z=xy, x2 + y2 =2x

e) z=x"+ym(m>1), x+y=2,(xy>0)

1,111 _ 1
f)z—X+y, x2+y2 2

2) Cwec trj ciia ham sé u = f(x, y, 2) v&i diéu kién g(x, y, 2) = 0
Tim cwce tri cha ham w = f(x, y, 2), v&i diéu kién g(x, y, 2) = 0.
batL(x,y,z A) =1fx,y, 2 —A9(x, v, 2

oL oL oL oL
C6 —=0, —=0, —=0, — =0

oX ay 0z oA

Nhw vay bai todn tim cwce tri cia ham w = f(x, y, 2) v&i diéu kién g(x, y, 2) = 0 dwoc
chuyén vé bai toan tim cwc tri cia ham: L(x, y, z, ) = f(x, y, 2) — A9(x, ¥, 2).
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Vi du 2. Tim cwec tri c6 dieu kién
a) u=xy2z3, x+y+z=a (x>0,y>0,z>0,a>0)

2 2
b) u=x2+y2+22 X 1 V" 4 72 =1
4 2
c) u:sinxsinysinz,x+y+z:% (x>0,y>0,z>0)
d) u=xyz xy + yz+2zx=8,(x,y,z>0)
1,1 .1

e) u=x+y+z,}+y+E:1

f)u=x-2y+2z x2+y2+22=9

g) U= Xn+}én+zn, X+y+z=5(x>0,y>0,z>0,5>0),n> 1

3) Cwec tri cia ham u = f(x, y, 2) v&i cac diéu kién g(x, y, 2) = 0, h(x, y, 2) =
Twong tw dat L = f(x, y, 2) — A9(X, y, 2) — uh(x, y, 2) co
oL oL oL oL oL

_205_205_205_:05_20
ox oy 0z oA ou

Bai toan tim cwec tri v&i hai diéu kién rang budc néi trén chuyén vé bai toan tim cuc
tricda ham L(x, y, z, 4, 1) = f(x, ¥, 2) = A9(x, ¥, 2) — uh(x, y, 2)

Vi du 3. Tim cuec trj v&i diéu kién

a) U=Xxy+xz, x2+y2=2, x+z=2 (x>0,y>0,z>0)

b) u=xyz, x+y+z=5, xy+yz+zx=8

Chu y: Trong kinh té, phuong phéap nhan t Lagrange duoc st dung dé giai quyét bai
toan toi da hoa tong san Iucyng cua moét cong ty, phu thuéc vao rang bubc cua tai

nguyen sén c6 ¢cb dinh, chang han: P = f(x, y) = Ax“y“ voi diéu kién a+ﬂ— 1,3 dé P
la san lwgng (tinh bang dé la) biéu di&n qua x don vi ctia vén va y don vi cla Iao dong.

IV. Gia tri I&n nhét, bé nhat

Cach tim. ‘

1° Tim céc diém dwng (trong mién mé va trén bién)

2° So séanh gié tri ctia ham sé tai cac diém dirng

Vi du 4. Tim gi& tri I&n nhét, bé nhat

a) z= Xy, X + <1

b)z=X+ ) -2x—y,x>0,y>0,x+y<2

C) z=sinx + siny + sin(x + ¥), 0 < x, y < /2
d)u=x+y+2z ¥+ )f<z<1

e) Tim hinh hdp chi¥ nhat c6 thé tich I&n nhat ni tiép trong ellipsoide
f) Tim diém trén mat cau X* + * + Z = 1 ma téng binh phwong céac khoang cach tir
diém d6 dén ba diém M : 2 70), Mu(2 ;0 : 1), My(0 ; 1 ; 2) 2 bé nhét

2 Z .
g) Tim ellipsoide —+ }122 +— <1diqua (1;2;3)vacothé tich bé nhat
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. 2 2 ‘ . . >
h) Tim cac diém trén ellip XT + y? = 1 gan nhat, xa nhat t&i dwong thang 3x-y-9=0

i) Z=xy(8-x-y),0<x<2,0<y<2 (max z=1, min z=—4)

K)z=X+ VP +Xx+y, x+y+2=0,x=0,y=0 (max z=2, min z= —%)
o as . X2 :
I) z= x2 - 9y2, trong mién dong EJF y2 <1 (max z=9, min z=-9)

) 2
m) z = 4x2 — y2, trong mién dong x2 + yT <1 (max z=4, min z=—4)

Fhank you and Good bye!
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